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5 Étude de l'hydrodynamique 
5.1 Introduction  
Le mouvement du fluide est responsable des phénomènes de transfert externe c'est-à-dire le 
transfert des réactifs jusqu’à la surface du catalyseur dans lequel se produit la réaction. Ce 
transfert est une étape déterminante dans le processus réactionnel, car il impacte les 
concentrations en surface du grain de catalyseur. L’étude de l’effet de la variabilité locale de 
la structure sur l’hydrodynamique est une étape intermédiaire pour mieux comprendre cet 
effet sur les performances du réacteur. 
Dans ce chapitre,  une validation du code PeliGRIFF est présentée tout d'abord pour 
différentes configurations d'écoulement à travers des empilements structurés de billes et de 
cylindres. La suite du chapitre est consacrée à l'étude de l'écoulement du fluide à travers un lit 
de particules sphériques ou cylindriques par l’analyse à l'échelle des pores de la perte de 
charge et des champs de vitesse. La perte de pression sera étudiée au travers d'empilements 
bipériodiques de sphères et de cylindres mono et polydisperses. Les champs de vitesse seront 
étudiés qualitativement, et quantitativement dans des empilements de sphères (sans et avec 
parois) et de cylindres (sans parois). Les effets d’un chargement aléatoire seront aussi abordés 
via la répétition de chargements et l’interaction entre la variabilité de la structure locale et 
l’hydrodynamique. 
Ce chapitre sera terminé par une étude préliminaire de l'écoulement réactif avec des systèmes 
comprenant une seule particule sphérique ou cylindrique afin d'aller vers une compréhension 
plus détaillée du lien entre la structure aléatoire du lit et les performances réactives dans une 
prochaine étape de l'étude. 
 
5.2 Validation de PeliGRIFF et sensibilité au maillage  
La stratégie de validation consiste à comparer les résultats de PeliGRIFF à : 
 une solution analytique pour des empilements tripériodiques structurés (infinis) en 
régime de Stokes (Reynolds faible), 
 des solutions numériques de référence dans des empilements structurés tri ou 
bipériodiques pour des Reynolds plus importants (10< Re < 140). 
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Le nombre de Reynolds est un nombre adimensionnel, basé sur le diamètre d de la particule, 




=Re  Équation 5.1 
Remarque : La gamme de Reynolds qui nous intéresse pour les lits fixes des « unités pilotes » 
ne dépasse généralement pas 10.  
L'étude de la sensibilité au maillage permettra de quantifier l'erreur de calcul due au 
raffinement de la grille, et de choisir le niveau de résolution spatiale qui donne une solution 
'acceptable' (à une erreur près) avec un compromis entre précision de la solution et taille du 
système, donc temps de calcul.  
 
5.2.1 Empilement infini de sphères 
5.2.1.1 Validation à Reynolds proche de zéro 
d) Cas de référence 
Pour un écoulement autour d’une sphère avec des conditions aux limites tripériodiques, il 
existe une solution analytique (donc exacte), proposée par Zick et Homsy, de la force de 
trainée en fonction  des propriétés du fluide et du rayon r de la sphère et du domaine [96]. 
Dans cette approche, l’inertie du fluide est négligeable et les frottements visqueux entre le 
fluide et la particule associés aux efforts de pression sont pris en compte à travers une force de 
traînée  (Équation 5.2). 
 
Avec K : coefficient de traînée, r : rayon de la particule, U : vitesses moyenne en face de 
sortie et µ  viscosité dynamique du fluide. 
Zick et Homsy présentent les résultats au moyen du coefficient de traînée K (Équation 5.3) 
qui dépend de la compacité  c (c = 1 - ε). 
rKUF piµ6=  Équation 5.2 
Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
127
Les résultats de Zick et Homsy [96] concernant sa variation en fonction de la compacité sont 
résumés dans le Tableau 5.1. 
 
Tableau 5.1: Valeur du coefficient de traînée d’après la solution analytique 











La validation de PeliGRIFF, dans cette partie, est basée sur le calcul du coefficient de trainée 
K (Équation 5.3). Le rapport d/L (d = 2r est le diamètre de la particule et L le coté du cube sur 
la Figure 5.1) a été varié pour obtenir différentes compacités c. La viscosité a été ajustée de 














=  Équation 5.3 
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e) Sensibilité au maillage 
La sensibilité au maillage est étudiée en comparant la solution numérique obtenue par 
PeliGRIFF avec la solution analytique de Zick et Homsy [96] pour différents degrés de 
raffinement du maillage (entre 40 et 120 points / côté du cube). La porosité pour l'étude de 
sensibilité au maillage est fixée à 0.45, et la valeur théorique de K correspondante est de 28.1. 
























Nombre de mailles sur un coté du cube
 
Figure 5.2: Sensibilité au maillage : erreur calculée par rapport à la valeur théorique de K 
selon Zick & Homsy [96]  
 
En augmentant le nombre de mailles, l'erreur relative tend vers 0 avec un ordre de 
convergence 7 d’environ 1.2. Même avec un nombre de mailles réduit, la qualité de la solution 
PeliGRIFF est excellente. Un maillage de  40 points / côté du cube est suffisant pour obtenir 
une bonne solution (à moins de 3.5% d'erreur par rapport à la solution analytique). Ce 
raffinement de maillage sera donc conservé dans la suite : ceci correspond à un maillage de 38 
points par diamètre de particule 
 
                                                 
7
 L'ordre de convergence p est la pente de la droite log(E) en fonction de log(h), tel que 
)log()log()log( hpCE += , h est le pas d'espace, C est une constante,  E est l'erreur relative entre la solution 
calculée et celle de référence. 
Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
129
f) Calcul du coefficient de traînée pour différentes porosités 
Avec la même géométrie et les mêmes conditions aux limites que précédemment (Figure 5.1) 
et un maillage égal à 40 points / côté du cube, l'effet de la porosité a été évalué en modifiant le 
diamètre de la sphère. La viscosité dynamique a été ajustée de façon à maintenir constant le 
nombre de Reynolds (Re = 0.01). Dans ces calculs, les billes ne se touchent pas sauf pour le 
dernier cas où la compacité est maximale (Tableau 5.2). 
 
Tableau 5.2: Données de chaque simulation 
Rapport d/2L Compacité (1 - ε) Nombre de Reynolds 
0.124 0.008 0.01 
0.186 0.027 0.01 
0.248 0.06 0.01 
0.31 0.125 0.01 
0.37 0.215 0.01 
0.43 0.343 0.01 
0.47 0.45 0.01 
0.5 0.5236 0.01 
Les résultats sont confrontés à ceux de Zick et Homsy [96] en calculant le coefficient de 
traînée K (Figure 5.3). Il est constaté que les résultats sont en très bon accord, même à forte 
compacité. A compacité maximale dans cette géométrie (c = 0.5236), l'erreur est d'environ 3.7 
% pour le maillage considéré. 
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Résultats Zick et 
Homsy
 
Figure 5.3: Coefficient de traînée calculé pour différentes compacités  
 
Ces calculs effectués à différentes concentrations en solide permettent de conclure que 
PeliGRIFF permet de bien décrire la perte de pression à faible nombre de Reynolds en 
géométrie tripériodique, en particulier pour des systèmes à faible porosité (de l'ordre de 0.4), 
qui est le cas des lits fixe. 
 
5.2.1.2 Validation en écoulement laminaire non rampant 
Ici, le nombre de Reynolds varie entre 10 et 140. 
Hill et al. [58] ont calculé les pertes de pression dans un empilement structuré et périodique 
de sphères en utilisant la méthode de Lattice Boltzmann pour une gamme plus large du 
nombre de Reynolds (Re < 140).  
Pour comparer les résultats de PeliGRIFF à ceux de Hill, la même géométrie décrite dans la 
section précédente a été utilisée : un écoulement horizontal autour d'une sphère avec des 
conditions aux limites tripériodiques est simulé. La porosité vaut 0.799. Une perte de pression 
est imposée selon la direction x et la vitesse de sortie est ensuite mesurée. Une distribution 
spatiale de la vitesse Ux normalisée par la vitesse de sortie est présentée dans la Figure 5.4. 
Hill a présenté les résultats sous la forme d'une variable adimensionnéeψ  (Équation 5.4). 
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ψ ∆=  Équation 5.4 
U est la vitesse moyenne en face de sortie (m/s) 
 
 
Figure 5.4 : Vitesse selon l’axe des x normalisée par la vitesse  de sortie, 
plan de coupe pris au centre du domaine 
L’écart relatif entre les pertes de pression adimensionnées (calculées par l'Équation 5.4) de 
PeliGRIFF et les simulations Lattice-Boltzmann est présenté dans la Figure 5.5.  
En général, les résultats présentent un bon accord avec un écart relatif qui ne dépasse pas les 
12 %.  L’écart relatif augmente avec le nombre de Reynolds. Les nombres de Reynolds élevés 
(Re > 80) présentent un écart relatif > 7 %. Pour les bas Reynolds (< 25) qui est la gamme de 







































Figure 5.5 : Ecart relatif sur la perte de pression adimensionnée, simulations de PeliGRIFF 
vs Lattice Boltzmann issues des travaux de Hill et al. (ε = 0.799) 
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5.2.2 Empilement structuré semi infini de sphères  
Kanarska [97] a simulé l'écoulement avec un code de DNS dans un empilement régulier de 12 
sphères de diamètre 4 mm. Les parois latérales sont bipériodiques, une vitesse uniforme 
ascendante a été imposée en entrée à 0.02 m/s et la  pression est uniforme en face de sortie 
(Figure 5.6). La porosité est égale à 47.64 % dans cette configuration. Le nombre de Reynolds 













Figure 5.6 : Domaine d'étude et conditions aux limites imposées 
Les calculs, reprenant exactement la même géométrie et conditions aux limites que Kanarska, 
ont été réalisés pour des maillages entre 8 et 128 points/diamètre de particule.  
L’écart relatif sur la pression d’entrée (Pin) résultante est calculé par rapport à la solution 
obtenue avec le maillage le plus fin (= 128 points /diamètre de bille). La solution calculée 
converge avec un ordre 1.2 (Figure 5.7) et de manière beaucoup plus rapide que Kanarska. 
PeliGRIFF fournit une solution avec un écart de 5 % pour un maillage moyennement raffiné 
(24 points par diamètre de sphère). 
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Figure 5.7 : Ecart relatif sur la pression d’entrée, 
Comparaison des résultats de Kanarska [97] et PeliGRIFF 
 
5.2.3 Sensibilité au maillage pour un empilement structuré infini de 
cylindres 
L’absence de travaux dans la littérature sur des systèmes structurés de cylindres ne permet pas 
de comparer à une référence. L’étude de sensibilité au maillage pour le cas des cylindres est 
effectuée en comparant la solution obtenue pour une taille de maille donnée à la solution 
obtenue avec la résolution maximale. Le système étudié, est similaire à celui étudié par Hill et 
al. [58] et décrit dans la section précédente (§5.2.1.1) mais pour un objet cylindrique dans une 
boite cubique tripériodique. Une perte de charge est imposée dans la direction horizontale et 
le débit résultant est calculé en face de sortie. 
Une particule cylindrique est caractérisée par son rapport d’aspect (anisotropie) et son 
orientation qui influencent l’interaction avec le fluide. Ici, le rapport d'aspect est fixé et 
l'orientation du cylindre est variée de façon à découpler les effets respectifs (rapport d’aspect 
et orientation). Pour les calculs, un cas simple avec un rapport d’aspect ra égal à 1 est choisi. 
Trois orientations du cylindre sont considérées entre la direction horizontale (celle de 
l’écoulement) et l’axe longitudinal du cylindre: 0°, 45° et 90° (Figure 5.8 (a), (b) et (c), 
respectivement). Deux nombres de Reynolds ont été simulés pour représenter les régimes 
visqueux et inertiel (Re = 0.01 et Re = 50).  
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Figure 5.8 : Différentes orientations pour la simulation de l’écoulement autour d’un cylindre 
dans une boite tripériodique : (a)0° (b) 45° (c) 90° 
 
La Figure 5.9 montre l’écart relatif de la vitesse en face de sortie calculé par rapport à la 
solution ayant le maillage le plus fin (128 points/coté du cube) en fonction du nombre de 
mailles par diamètre de particule dp/Δh pour les trois orientations et nombres de Reynolds 
considérés. Δh représente la différence entre une taille donnée de la maille et celle de 






























Figure 5.9 : Ecart relatif sur la vitesse de sortie (ε = 0.799 et ra = 1) 
 
Un écart relatif plus important est observé quand le nombre de Reynolds augmente. La 
convergence en maillage dépend de l’orientation du cylindre. Du fait des conditions aux 
limites tripériodiques, les écoulements ont une structure différente pour chaque orientation. 
Avec une orientation de 0°, le fluide passe autour du cylindre et ne circule pas dans la zone 
entre les deux cylindres (zone morte).  Avec une orientation de 45°, l'écoulement se stabilise 
en haut de la cellule : la perte de pression est plus faible pour la succession plan incliné / 
cylindre (haut) que pour la succession cylindre / plan incliné (bas). En effet cette dernière 
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Figure 5.10 : Ecoulement autour d’un cylindre avec deux orientations différentes : (a) 0° (b) 45° 
 
Pour les deux nombres de Reynolds simulés, un maillage qui correspond à 40 points / coté du 
cube  (soit dp / Δh = 37) /donne une erreur relative qui ne dépasse pas 10 % environ. Pour le 
régime visqueux (cas de nos simulations), une résolution de 40 points/coté du cube (soit dp / 
Δh = 37) donne une erreur relative < 6 % pour les trois orientations.  
 
5.2.4 Conclusions concernant la sensibilité au maillage 
Dans cette partie, les écoulements à travers différents systèmes structurés de billes et de 
cylindres ont été simulés et analysés.  La sensibilité au maillage pour ces systèmes a permis 
de choisir la résolution qui sera utilisée pour la suite du travail  : 20 points / diamètre de billes 
(résolution qui s'avère suffisante pour un empilement bipériodique de billes avec un Reynolds 
proche de 10) et 32 points / diamètre de cylindre (cf. annexe D). Ces choix ont conduit à des 
résultats d’une bonne précision, dans les systèmes étudiés.  
5.3 Description des géométries utilisées pour les calculs 
hydrodynamiques 
Les empilements aléatoires sont générés à l’aide de Grains3D avec des conditions 
bipériodiques dans les directions horizontales. Les simulations hydrodynamiques sont 
réalisées avec PeliGRIFF également en conditions bipériodiques sur les parois. Les conditions 
aux limites sont : en entrée, une vitesse verticale ascendante et uniforme imposée au niveau de 
Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
136
la face inférieure (entrée), et une pression uniforme imposée à la face supérieure (sortie). Le 
Tableau 5.3 résume les cas simulés pour les lits de sphères et de cylindres. 
 























lc = 2 
dc = 1.6 
ra = 1.25 
0.37 380 40 3 
C3 
lc = 3 
dc = 1.6 
ra = 1.875 
0.43 250 40 3 
C4 
lc = 4 
dc = 1.6 
ra = 2.5 
0.47 180 40 3 
C234-
25/50/25 
lc = 2 
lc = 3 
lc = 4 
dc = 1.6 
ra ** = 1.875 
0.43 260 42 3 
C234-
40/20/40 
lc = 2 
lc = 3 
lc = 4 
dc = 1.6 
ra ** = 1.875 
0.42 260 42 3 
Série 2 
(Sphères) 
S2 ds = 1.97 0.37 380 40 3 
S3 ds = 2.26 0.43 260 40 3 




ds = 2.26 
ds = 2.5 
0.43 272 42 3 
S234-
40/20/40 
ds = 1.97 
ds = 2.26 
ds = 2.5 
0.42 270 42 3 
       
Série 3 
(Sphères) 
S1-0.07 ds = 3 0.07 540 41.5 1 
S1-0.7 ds = 3 0.7 540 41.5 1 
S1-7 ds = 3 7 540 41.5 10 
S1-7 
parois ds = 3 7 540 44 1 
S1-14 ds = 3 14 540 41.5 1 
S2-7 ds = 3 7 1000 74 1 
S3-7 ds = 3 7 1500 108 1 
S4-7 ds = 3 7 2000 146 1 
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S : sphère, C : cylindre 
* Deux  nombres de Reynolds peuvent être définis: un Re global (macro),à l'échelle de la colonne, et un Re local 
(micro) à l'échelle du pore. Ici il s'agit du Re local. 
** ra est calculé par rapport à la longueur moyenne (= 3mm) 
 
Les gammes de débit et de vitesse superficielle utilisées dans cette étude sont données dans le 
Tableau 5.4. Pour toutes les simulations de sphères et de cylindres, le nombre de Reynolds ne 
dépasse pas 14. 
 
Tableau 5.4 : Gamme de débits et de vitesses superficielles utilisée dans l'étude de l'hydrodynamique 
Vitesses superficielles du fluide (m/s) 0.00011 - 0.04 
Débits (m3/s) 7 10-9 - 1.3 10-5 
 
La première série de simulations concerne les cylindres (série 1 dans le Tableau 5.3). Les 
dimensions choisies sont typiquement celles utilisées dans les systèmes industriels : trois 
classes de longueur de particule ont été considérées (2, 3 et 4 mm) avec un même diamètre 
pour tous les cylindres (dc = 1.6 mm), ce qui correspond à des rapports d'aspect ra de 1.25, 
1.875 et 2.5. L’effet de la polydispersité a été également examiné en considérant les trois 
classes de cylindres dans le même empilement mais avec deux proportions différentes : 
25/50/25% et 40/20/40% pour chacune des classes (Figure 5.11). Le nombre de Reynolds 
particulaire pour tous les cas est maintenu inférieur à 0.5. Tous les lits de cylindres ont 
approximativement la même hauteur qui est d’environ 40 mm. La taille du domaine dans le 
plan horizontal correspond à 8*8 mm2 avec des zones en amont et en aval du lit égales à 4mm. 
Comme les lits de cylindres nécessitent un maillage plus fin que les sphères (cf. §5.2.4), ces 
domaines sont composés d’environ 25 millions de mailles ce qui correspond à une résolution 
spatiale de 32 points / diamètre (cf. annexe D). Avec la variation de la structure de 
l’empilement (longueur des particules, polydispersité des lits), l’effet de la répétition du 
chargement a été examiné (trois remplissages aléatoires pour chaque lit). 
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Figure 5.11 Lits de cylindres mono et polydisperses 
 
Pour étudier l’effet de la forme des particules, des simulations de lits de sphères mono et 
polydisperses ont été également réalisées (série 2 dans le Tableau 5.3).  Ces particules ont le 
même volume équivalent que les cylindres. La même taille du domaine bipériodique et le 
même maillage utilisé pour les simulations de cylindres ont été conservés. Plusieurs 
configurations spatiales de chaque cas de calcul sont aussi réalisées pour tester la répétabilité 
des résultats. 
La troisième série de simulations (série 3 dans le Tableau 5.3), concerne des lits 
monodisperses de sphères avec différents nombres de Reynolds (S1-0.07, 0.7, 7, 14), 
différentes hauteurs de lits (S1-7, S2-7, S3-7 et S4-7) ainsi que des répétitions de 
l’empilement. Le diamètre des sphères (ds = 3 mm) est celui utilisé pour les particules dans les 
réacteurs à lit fixe. La Figure 5.12 montre un lit de sphères avec les conditions aux limites 
choisies, une zone d’entrée et de sortie du fluide ont été ajoutées en amont et en aval de 
l’empilement pour permettre de stabiliser l’écoulement. La taille du domaine dans les 
directions périodiques (x et y) correspond à 18*18 mm2. Ce qui donne un domaine composé 
d’environ 5 millions de mailles avec la résolution choisie qui est de 20 points / diamètre bille. 
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P = 0 Pa
V0
 
Figure 5.12 Exemple de lit de billes monodisperses, S1-7 
 
5.4 Analyse qualitative des champs de vitesse 
Une analyse qualitative des champs de vitesse est présentée pour les lits S1-0.07, 0.7, 7 et 14, 
c’est-à-dire des calculs pour le même empilement avec un Reynolds compris entre 0.07 et 14.  
Une focalisation sur les vitesses élevées, proches de zéro et négatives sera présentée : les 
vitesses élevées sont intéressantes car elles favorisent le transport par convection, ce qui a un 
rôle sur les échanges réactifs. Les faibles vitesses (ou nulles) sont liées aux zones où stagne le 
fluide et les vitesses négatives renseignent sur les zones de recirculation associées au degré de 
mélange dans le fluide. Pour comprendre les écoulements dans un lit de particules, il faut 
prendre en compte leur structure tridimensionnel et leur agencement qui peuvent être assez 
complexes : avec une coupe dans l’empilement, une zone donnée du lit peut sembler avoir 
une forte porosité (donc une vitesse forte y est attendue), mais la structure locale des 
particules peut aussi créer une barrière qui empêche  le fluide d’arriver dans cette zone à forte 
porosité. 
5.4.1 Vitesses élevées 
Des vitesses verticales élevées sont observées : jusqu’à Uz = 17*Uls. Uls étant la vitesse 
superficielle liquide. Les zones à vitesses élevées (Uz/Uls > 10) sont peu allongées avec une 
longueur d’environ un diamètre de bille et une largeur qui ne dépasse pas le demi-diamètre 
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(Figure 5.13). Pour tous les nombres de Reynolds simulés (lits S1-0.07, 0.7, 7 et 14), les 
mêmes observations ont été faites : les zones de forte vitesse sont uniformément réparties 
dans l’empilement (exemple du zoom présenté dans la Figure 5.14) et sont globalement aux 
mêmes endroits pour tous les cas. 
 
 
Figure 5.13 : Localisation des zones à vitesse verticale élevée normalisée par la vitesse d’entrée 
(Uz / U0 > 10),  S1 - 0.7 
 
 
Figure 5.14 : Zoom sur une partie du lit montrant les zones à vitesse verticale élevée normalisée 
par la vitesse d’entrée
 
(Uz / Uls > 10),  S1 - 0.7 
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Les vitesses locales élevées ont aussi comme contrepartie la présence de zones à faible 
vitesse. 
 
5.4.2 Faibles vitesses ascensionnelles 
Pour tous les nombres de Reynolds simulés, les vitesses ascensionnelles proches de zéro mais 
non nulles (0.0001 < Uz/Uls < 0.5) sont surtout localisées autour des particules et dans les 
zones où les particules sont assez rapprochées les unes des autres. Les zones à faibles vitesses 
forment parfois de petits canaux entre les billes (Figure 5.15). Ces zones à faibles vitesses 
peuvent représenter des zones stagnantes, le fluide n’y est quasiment pas en mouvement et à 
cet endroit le transfert à la surface du grain se fera essentiellement par diffusion. On observe 




Figure 5.15 : Coupe de l’empilement montrant les zones de faible vitesse 
(0.0001< Uz/Uls < 0.5), S1 - 0.7 
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Figure 5.16 : Vecteurs vitesses dans les zones de faible vitesse (0.0001< Uz/Uls < 0.5), S1-7 
 
5.4.3 Vitesses ascensionnelles négatives 
L’observation de la Figure 5.17  qui présente les résultats pour les différents nombres de 
Reynolds, montre l'existence de zones à vitesse verticale négative, mais elles sont rares et très 
dispersées dans les cas d’écoulement à très faible Reynolds (0.07 et 0.07). Elles deviennent 
plus nombreuses quand Re augmente et leur répartition devient plus homogène. Par contre, 
leur taille reste quasiment la même pour les différents Reynolds (de l’ordre d’un quart de 
diamètre de bille). Le mélange du liquide par recirculation est donc rare dans les empilements 
aléatoires (exemple du zoom dans la Figure 5.18). 
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Figure 5.17 : Localisation des zones à vitesse verticale négative 
 
 
Figure 5.18 : Zoom local sur les  zones à vitesse verticale négative au centre du lit, S1-7 
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5.5 Analyse de la perte de pression 
Dans cette partie, la perte de pression dans des lits de sphères et de cylindres a été étudiée (cas 
C2, C3, C4 et C234, S2, S3, S4, S234, soit 1ère et 2ème séries du Tableau 5.3). Les paramètres 
suivants ont été considérés : 
 La forme de la particule (à même volume équivalent) : sphères et cylindres, 
 La taille de la particule : le diamètre des billes et la longueur des cylindres ont été 
variés, 
 La polydispersité : pour chaque forme, différentes classes de particules (selon leur 
taille) dans un même lit, 
 La répétition du chargement : remplissages différents avec les mêmes particules. 
 
5.5.1 Effet des zones d’entrée/sortie sur la perte de pression 
Dans le chapitre ‘étude des empilements’, il a été observé que la porosité du lit était différente 
en bas et en haut du lit sur une couche d’épaisseur = 4 dp. Ce paragraphe vise à confirmer 
l’impact des zones d’entrée/sortie sur la perte de pression. Donc, l'étude complète celle sur la 
porosité effectuée dans le chapitre précédent. Le lit S3 a été divisé en plusieurs sous-domaines 
contigus d’épaisseur égale à 2 diamètres. La perte de pression est calculée aux bornes de 
chacun de ces sous domaines et représentée dans la Figure 5.19. 
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zsortie du sous domaine (en nombre de diamètres)
 
Figure 5.19 Perte de pression à travers des sous domaines contigus du lit S3 
 
La Figure 5.19 montre qu'à une épaisseur de 4 dp (= deux sous-domaines) du fond et de la tête 
du lit, la perte de pression est quasiment constante.  
Pour la suite, l’analyse se fera dans des zones au centre du lit, en éliminant une épaisseur de 4 
diamètres de particule en début/fin du lit de façon à se placer dans une zone où la porosité (cf. 
chapitre 'étude des empilements') et aussi la perte de pression sont stables.  
 
5.5.2 Perte de pression dans des lits monodisperses 
Le calcul de la perte de pression est effectué dans les lits monodisperses de billes (S2, S3 et 
S4) et de cylindres (C2, C3 et C4) ainsi que leurs trois répétitions respectives sans les 
extrémités. Comme nous travaillons à faible Reynolds, la perte de pression est étudiée sous sa 






=Γ  Équation 5.5 
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5.5.2.1 Empilements de billes 
a) Cas monodisperse 
La Figure 5.20 montre que l’équation de Kozeny-Carman (Équation 5.6), qui est valable en 
régime visqueux, décrit bien nos résultats tant pour les calculs répétés que pour les moyennes 
de ces calculs avec un écart relatif maximum de 3 % calculé entre la perte de charge 
adimensionnée moyenne donnée par la relation de Kozeny - Carman et celle de PeliGRIFF. 













∆ Équation 5.6 
Avec, α = 180 pour Kozeny-Carman et α = 150 pour Ergun. 
Les calculs ont été répétés pour trois chargements aléatoires du même nombre de particules, et 
ont conduit à des répartitions spatiales de porosité différentes dans chaque lit, ce qui permet 
d’évaluer l’effet de la structure sur la perte de pression. Il a été constaté que dans certains cas, 
une variabilité de la porosité8 de moins de 1 % peut correspondre à une variabilité d’environ 9 
% sur la perte de charge9 (exemple du cas S3-repet3). Les écarts à la corrélation de Kozeny-
Carman dépendent des répétitions des calculs : la porosité moyenne ne suffit pas à expliquer 
toute la variabilité sur la perte de pression. Des effets de structure locale et de tortuosité de 
l’empilement influencent également la perte de pression dans un empilement de sphères 
monodisperses. 
                                                 
8
 Ecart relatif calculé par rapport à la porosité moyenne des trois répétitions 
9
 Ecart relatif calculé par rapport à la perte de pression adimensionnée moyenne des trois répétitions 
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Figure 5.20 Perte de pression adimensionnée (symbole plein : valeur pour chaque calcul répété, symbole 
vide : valeur moyenne des répétitions) et comparaison aux relations d’Ergun et Kozeny-Carman 
 
b) Cas polydisperse 
Le chargement des lits polydisperses a été répété trois fois, de même que le calcul de perte de 
pression. (Figure 5.21). La variabilité de la perte de pression est un peu moins élevée que 
celle obtenue pour les lits monodisperses : celle-ci peut atteindre 7.5 % pour une variabilité de 
la porosité qui ne dépasse pas 1 % (cas S234-25/50/25-repet3), ce qui est inférieur au cas 
monodisperse. On peut penser que cette réduction de l’écart de variabilité entre lits mono et 
polydisperses de billes, est due à la présence des petites billes qui ont plus de facilité à 
homogénéiser la structure locale du lit. 
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Figure 5.21 Comparaison de la perte de pression adimensionnée obtenue par PeliGRIFF pour des lits de 
sphères polydisperses, 3 répétitions de chargements pour chaque cas 
 
5.5.2.2 Empilements de cylindres 
a) Cas monodisperse 
Pour les particules cylindriques, en régime visqueux, l’Équation 5.7 est utilisée comme 
référence pour comparer les calculs. Il s’agit d’une équation d’Ergun réduite au terme 










εµφα −=∆  Équation 5.7 





φα =  Équation 5.8 





=φ  Équation 5.9 
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Ses, Sp sont les surfaces de la sphère de même volume, et de la particule cylindrique, 
respectivement. 








=  Équation 5.10 
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Figure 5.22 Perte de pression adimensionnée (symbole plein : valeur pour chaque calcul, symbole vide : 
valeur moyenne des répétitions) et comparaison aux relations d’Ergun modifiées 
 
La relation d’Ergun modifiée décrit assez bien les résultats des calculs pour les 3 rapports 
d’aspects (répétitions et moyennes) bien que surestimant les pertes de pression (Figure 5.22). 
Pour le plus grand rapport d’aspect (ra = 2.5, cas C4), un écart relatif  maximum de 6% a été 
observé entre les résultats de PeliGRIFF et l’Équation 5.7 en termes de perte de pression 
adimensionnée moyenne (définie par l'Équation 5.7 en utilisant le diamètre équivalent décrit 
par l'Équation 5.10).  
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Les trois répétitions des chargements des lits de cylindres pour chacun des rapports d’aspect 
donnent des structures locales différentes pour chacun des lits. L’effet de la structure aléatoire 
sur la perte de pression  peut atteindre 10 % malgré une faible variabilité sur la porosité (de 
l’ordre de 1 %). 
Une comparaison entre les formes des particules est donnée dans le Tableau 5.5. Plus le 
rapport d’aspect des cylindres augmente, plus la différence entre les lits de sphères et de 
cylindres augmente en termes de perte de pression et de porosité (colonne de l’écart relatif 
entre cylΓ  et sphΓ ). La perte de pression dans les lits de cylindres est plus faible. Afin de 
découpler l’effet de la microstructure (due à la forme des particules) et l’effet de porosité 
entre lits (plus importante en lits de cylindres), la perte de charge adimensionnée calculée par 
PeliGRIFF pour les billes a été extrapolée aux porosités des lits de cylindres et comparée aux 
pertes de pression des lits de cylindres (colonne écart relatif entre cylΓ  et )( cylsph εΓ ). A 
porosité égale, la perte de pression des cylindres est plus élevée que pour les billes  (à cause 
de la forme anisotrope des cylindres). La différence augmente avec l’élongation des cylindres. 
En outre, à faible rapport d’aspect (cas C2 et C3), les pertes de pression se rejoignent. 
 
Tableau 5.5 : Tableau des perte de charges moyennes pour les billes et les cylindres 
Cas 
(C ou S) sphε  cylε  
Ecart relatif 
en % 
( sphε , cylε ) 
sphΓ  cylΓ  
Ecart relatif 
( cylΓ , sphΓ ) )( cylsph εΓ  
Ecart relatif en % 
( cylΓ , )( cylsph εΓ ) 
2 0.386 0.391 1.3 1126 1092 -3 1085 0.6 
3 0.392 0.412 5.1 1090 933 -14.4 865 7.3 
4 0.397 0.434 9.3 1010 767 -24.1 685 10.7 
Si : lit de sphères de même volume équivalent que les cylindres du lit Ci  , i = 2, 3 ou 4. 
Ci : lit de cylindres de diamètre 1.6 mm et de longueur i mm, i = 2, 3 ou 4. 
 
b) Cas polydisperse 
Les lits de cylindres polydisperses ont été aussi répétés trois fois pour étudier l'effet de la 
structure aléatoire. La perte de pression adimensionnée est représentée pour toutes les 
répétitions (Figure 5.23). Les lits de cylindres polydisperses présentent la même variabilité, en 
termes de perte de pression, que les lits monodisperses (voir Figure 5.22) avec une variabilité 
par rapport à la moyenne de l'ordre de 10 %. 
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Figure 5.23 Comparaison de la perte de pression adimensionnée obtenue par PeliGRIFF pour des lits de 
cylindres polydisperses avec 3 répétitions du chargement pour chaque cas 
 
5.5.3 Prédiction de la perte de charge en empilements polydisperses 
5.5.3.1 Littérature 
L’objectif ici est de comparer la perte de pression du lit polydisperse avec celles des lits 
monodisperses. Pour ce faire, nous nous basons sur la démarche proposée par Van der Hoef et 
al. [98,99] pour exprimer la perte de pression dans un lit polydisperse de billes en fonction de 
celles de lits monodisperses ayant les mêmes classes de particules. 
 Le lit polydisperse est composé de i classes de billes. La fraction volumique de chaque classe 






dNχ  Équation 5.11 
Avec, Ni et di sont le nombre et le diamètre des billes appartenant à la classe i.  












d χ  Équation 5.12 
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y ii  Équation 5.13 




dURe  Équation 5.14 
U est la vitesse du fluide, ρ et µ  sont sa densité et sa viscosité. 
La force de traînée totale appliquée à un système composé de plusieurs classes de particules, 
est la somme des forces de traînée Fi appliquées sur chaque classe de particules, ce qui 



















VN1ε  Équation 5.16 
Avec, Vi  est le volume de chaque particule de la classe i, qui s’exprime par : 
3
6 ii
dV pi=  Équation 5.17 













ε : la porosité moyenne du lit  
Van der Hoef et al [98,99]  proposent une corrélation pour la force de traînée adimensionnée 
pour chaque classe de particules (Équation 5.19). Cette relation a été ajustée sur un nombre 
important de simulations couvrant une large gamme de nombre Reynolds et de porosité (0.1< 
Re <500 et 0.35< ε <0.6). 
)0064.0)1()((*)(* 32 iiii yyyFF +−+= εεεε  Équation 5.19 
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F*(ε) est la force de traînée adimensionnée relative à un lit de particules monodisperses ayant 
la même porosité ε que le lit polydisperse et ayant un nombre de Reynolds égal à  <Re>.  












































εi  est la porosité moyenne du lit composé des particules de la classe i. 
















































32 )()0064.0)1(( εεε  Équation 5.23 
)(ε
L
Pi∆ représente la perte de pression dans un lit de sphères monodisperses de diamètre di et 
de porosité  ε qui est celle du lit polydisperse, elle est exprimée par : 













L’approche de Van der Hoef permet de prédire la perte de pression d’un lit fixe de billes 
polydisperses à partir des pertes de pression de lits monodisperses, composés des mêmes 
populations de particules qui constituent le lit polydisperse. Selon cette approche, la perte de 
pression d’un lit polydisperse est la moyenne pondérée des pertes de pression de lit 
monodisperse. 
Dans la suite, nous allons comparer cette approche avec les calculs de PeliGRIFF pour : 
 les lits de billes avec 3 classes de diamètres (S234-25/50/25 et S234-40/20/40) 
 les lits de cylindres avec 3 classes de longueurs (C234-25/50/25 et C234-40/20/40) 
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5.5.3.2 Résultats pour les billes 
Dans le Tableau 5.6, les pertes de pression adimensionnées moyennes des trois lits répétés, 
dans le cas d’empilements de sphères polydisperses, issues de PeliGRIFF et de l’Équation 
5.23 sont présentées. En utilisant l’Équation 5.23,  la perte de pression monodisperse a été 
extrapolée à la porosité du lit polydisperse. 
 
Tableau 5.6 : Perte de pression moyenne adimensionnée dans deux lits polydisperses de sphères 
et comparaison avec la corrélation de Van der Hoef 
Lit PeliGRIFFΓ  polyε  <d> (m) Classe i yi * xi ** VanderHoefΓ  
Ecart relatif  en % 
( PeliGRIFFΓ , VanderHoefΓ ) 
S234-
25/50/25 1149 0.3861 0.002272 
2 0.868 0.167 
1174 -2.15 3 0.995 0.501 
4 1.092 0.332 
S234-
40/20/40 1147 0.3873 0.002278 
2 0.865 0.267 
1152 -0.3 3 0.992 0.201 
4 1.088 0.532 
* diamètre adimensionné, ** fraction volumique adimensionnée 
 
Un écart relatif absolu qui ne dépasse pas 2.2 % dans les deux cas de compositions différentes 
de lits a été trouvée, ce qui traduit une bonne adéquation entre les résultats de PeliGRIFF et 
ceux issus de l’Équation 5.23. Nous montrons par ce calcul que la relation de Van der Hoef et 
al. qui a été uniquement dérivée pour les empilements bi-disperses de sphères puis validée 
pour des empilements polydisperses de sphères avec des distributions log-normale et 
gaussienne de tailles de particule [74], semble également valable pour des lits polydisperses 
de cylindres composés de trois populations de particules. 
 
5.5.3.3 Résultats pour les cylindres 
La comparaison des lits de cylindres en termes de pertes de pression adimensionnées 
moyennes des trois lits répétés est présentée dans le Tableau 5.7. Le diamètre utilisé pour les 
cylindres dans le calcul de l’Équation 5.23 est le diamètre équivalent à celui des sphères ayant 
le même volume, c'est-à-dire les sphères qui composent les lits S234/25/50/25 et 
S234/40/20/40. L’écart relatif absolu entre les résultats de PeliGRIFF et la relation de Van der 
Hoef est inférieur à 4 % dans le cas des deux lits. 
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Tableau 5.7 : Perte de pression moyenne adimensionnée dans deux lits polydisperses de cylindres 
et comparaison avec la corrélation de Van der Hoef 
Lit PeliGRIFFΓ  polyε  <d> (m) Classe i yi * xi ** VanderHoefΓ  
Ecart relatif  en % 
( PeliGRIFFΓ , VanderHoefΓ ) 
C234-
25/50/25 1199 0.4215 0.002272 
2 0.868 0.167 
1248 3.9 3 0.995 0.501 
4 1.092 0.332 
C234-
40/20/40 1378 0.4153 0.002278 
2 0.865 0.267 
1337 -2.5 3 0.992 0.201 
4 1.088 0.532 
* diamètre adimensionné, ** fraction volumique adimensionnée 
La corrélation de Van der Hoef semble donc pouvoir être étendue à des lits polydisperses de 
cylindres pour les cas que nous avons considérés.  
 
5.5.4 Synthèse sur l’étude de la perte de pression 
La perte de pression a été étudiée pour des lits ayant différentes compositions : différentes 
formes (billes et cylindres) et tailles de particules. La polydispersité et la répétabilité ont été 
également examinées.  
La variabilité locale de la structure, qui traduit le caractère aléatoire de l’empilement affecte le 
calcul de la perte de charge. La répétition d’un même chargement donne des résultats 
différents même avec une porosité moyenne du lit qui ne varie que très faiblement (une 
variabilité pouvant atteindre 10 % sur la perte de charge avec une variabilité de 1.5 % sur la 
porosité). Le même ordre de variabilité a été retrouvé pour les lits de sphères monodisperses 
et de cylindres. En revanche, pour les sphères polydisperses, la variabilité est un peu moins 
élevée (de l'ordre de 7.5 %), et nous proposons que cette réduction de la variabilité peut être 
due à la présence des petites billes qui ont tendance à 'boucher' les espaces libres plus 
facilement et ainsi homogénéiser la structure locale. 
La perte de pression dans des lits de cylindres est moins importante que dans des lits de 
sphères principalement car la porosité est plus élevée pour les empilements de cylindres. Cet 
écart est d’autant plus important que le rapport d’aspect des cylindres devient grand. 
Néanmoins, à porosité égale, les cylindres ont une perte de charge plus élevée que les sphères. 
Les pertes de charge entre billes et cylindres se rejoignent pour des cylindres de faible rapport 
d’aspect, ce qui est cohérent avec le fait que les porosités et les « formes » se rapprochent. 
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Une relation de prédiction de la perte de pression en lit polydisperse a été déterminée en 
fonction de celles dans des lits monodisperses de même porosité, et a été vérifiée pour les 
empilements polydisperses de billes et de cylindres (avec trois populations différentes de 
particules). Cette relation a un intérêt pratique car elle permet de déduire rapidement un ordre 
de grandeur de la perte de charge dans des lits polydisperses, en utilisant les corrélations de la 
littérature. Cette relation doit être utilisée avec précaution pour les cylindres car elle a été 
seulement vérifiée sur peu de calculs et en considérant les diamètres équivalents des 
cylindres. Il serait aussi intéressant de tester cette corrélation sur une distribution de particules 
comportant plus de classes. 
 
5.6 Analyse quantitative des champs de vitesse 
Dans cette partie, une analyse des profils de vitesse verticale et de sa répartition à travers des 
empilements bipériodiques monodisperses de billes et de cylindres est présentée. 
L’objectif de cette analyse est de comparer quantitativement la distribution spatiale des 
champs de vitesses issus de différentes simulations de lits de particules de même taille. Cette 
analyse permettra de quantifier l’effet de la structure aléatoire du lit et de sa répétabilité sur la 
distribution locale des vitesses. 
 
5.6.1 Notion de distribution de vitesse et méthodologie d’analyse   
L’analyse statistique des vitesses est basée sur le traitement des champs de vitesse comme la 
réalisation en chaque point d’une variable aléatoire à laquelle une fonction densité de 
probabilité peut être associée, comme cela est décrit dans Cenedese [44] qui a effectué des 
mesures expérimentales de PIV sur des empilements de particules cylindriques. L’analyse 
consiste à construire cette fonction de densité de probabilité (FDP) pour  la vitesse verticale 
(Uz) ou horizontale (Ux). A des fins de comparaison, les vitesses sont normalisées par la 
vitesse superficielle liquide Uls. Quelques études numériques ont utilisé cette quantité 
statistique  représentative de la distribution de vitesse pour analyser l’hydrodynamique dans 
un lit fixe : Maier [47] a effectué des simulations numériques de Lattice-Boltzmann pour 
étudier l’écoulement d’un fluide visqueux dans une colonne de billes. Il a constaté que la 
distribution de vitesse est affectée par la porosité et le nombre de Reynolds. Gunjal [64] et 
Rong [72] ont également effectué des simulations de Lattice-Boltzmann dans des lits 
périodiques de sphères monodisperses avec une gamme de porosité qui varie entre 0.37 et 0.8. 
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Toutes ces études ont utilisé les FDPs pour extraire une information quantitative mais aucune 
ne s’est intéressée à l’effet de la variabilité locale et l’utilisation de la distribution de vitesse 
comme moyen pour la quantifier. 
La construction de la FDP repose sur les valeurs de vitesse calculées sur le maillage. Dans 
PeliGRIFF, les valeurs de vitesse sont calculées au centre des faces des mailles (Figure 5.24) 
selon 3 cas : 
 pour les mailles qui ne contiennent que du solide, la vitesse dans la maille est nulle 
et n’est pas comptée. 
 pour les mailles ne contenant que du liquide (l), la vitesse Ul est celle obtenue en 
faisant la moyenne des vitesses calculées par le code aux centres des faces des 
mailles  
 pour les mailles qui contiennent du liquide (l) et du solide (sd), la vitesse Ul,sd  est 
celle interpolée au centre de la maille comme précédemment, pondérée par la 
porosité dans la maille. 















U calculée par le code
 
Figure 5.24 : Calcul des vitesses dans les mailles  
pour la représentation les distributions de vitesses 
 
La courbe de densité de probabilité, qui est en fait un histogramme, est calculée en définissant 
a priori des classes et en comptant le nombre de valeurs de vitesse appartenant à chaque 
classe. 
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Une fois que le nombre de points de vitesse dans la classe est obtenu, il est rapporté au 
nombre total de points de vitesses ce qui permet d’obtenir des histogrammes de vitesse. Les 
résultats sont présentés en fonction de la vitesse adimensionnée U/Uls. Afin de présenter une 
courbe de densité de distribution dont l’aire soit égale à 1 en fonction de U/Uls (Équation 
5.25), l’histogramme est normalisé (divisé) par la largeur de classe adimensionnée. 
∑ =∆ 1)/( UUUP ls  Équation 5.25 
 
ΔU : la largeur de la classe adimensionnée par la vitesse superficielle liquide (m/s) 
Les histogrammes sont représentés sous forme de courbe continue car un grand nombre de 
classe a été utilisé (400 classes). Dans la suite, les termes « histogramme » et « courbe de 
probabilité » sont utilisés sans différenciation. 
 
5.6.2 Résultats généraux 
La forme des courbes de distribution de vitesse est identique pour tous les cas de chargement 
aléatoire (Figure 5.25). Nous distinguons trois zones caractéristiques sur ces courbes de 
distribution de vitesse : 
 Au niveau de la partie gauche de la distribution, les vitesses négatives ont une 
proportion non nulle (environ 1 %) : du fluide circule à contre-courant (zone de 
recirculation). 
 Un pic très marqué proche de Uz /Uls = 0.5, dont l'évaluation est la moins précise. 
 Une décroissance exponentielle vers 0 pour Uz /Uls > 1, la courbe devient 
quasiment plate lorsque l’on approche les fortes vitesses (pour Uz/Uls > 12). 
Dans la suite, nous n’étudierons pas le pic à faible vitesse en détail car il correspond aux 
couches limites près des particules solides où la précision est la plus réduite. 
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Figure 5.25 : Courbe de distribution de vitesse (P(U)dU), cas S1-7 
 
Dans la littérature, la même forme a été également décrite : Maier [47] et Rong et al. [72]. A 
noter que Rong a observé une allure bimodale avec un deuxième pic au niveau des vitesses 
intermédiaires (Uz /Uls > 2). Cette allure bimodale est uniquement observée pour les nombres 
de Reynolds élevés (Re > 30) et pour des porosités élevées (ε  > 0.45). (Figure 5.26). 
 
 
Figure 5.26 : FDP pour la vitesse verticale normalisée, d’après Rong et al. [72] 
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5.6.3 Distribution de vitesse dans les empilements réguliers 
Un écoulement infini à travers différentes structures cubiques (cubiques simple (CS), cubique 
centré (CC) et cubique face centré (CFC)) a été simulé. Les conditions aux limites sont 
périodiques dans les trois directions de l’espace avec une perte de pression imposée dans la 
direction x (Figure 5.27). La viscosité et la densité du fluide ont été ajustées de façon à 
obtenir un même nombre de Reynolds particulaire pour les trois structures égal à 0.25 









Figure 5.27 : Empilements cubiques et écoulement dans un plan vertical au centre du domaine 
 
Tableau 5.8 : Quelques données relatives aux simulations des empilements cubiques 
 CS CC CFC 
d/2a* 0.499 0.433 0.3535 
Porosité 0.48 0.31 0.26 
Vitesse de sortie (m/s) 0.00255 0.001 0.00053 
Nombre de Reynolds 0.25 0.25 0.25 
* : a : est l'arête de la maille cubique, d : est le diamètre de la particule (Figure 5.27) 
 
Pour un maillage de 32 points/diamètre de bille, les distributions de vitesse obtenues sont 
présentées sur la Figure 5.28. 
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Figure 5.28 : Distribution de vitesse pour les empilements cubiques 
 
Selon le type d’arrangement, les courbes n’ont pas la même allure. Les constatations 
suivantes sont à souligner : 
 Pour toutes les courbes, les vitesses négatives représentent un pourcentage très 
faible (moins de 1 %) car il s'agit du régime de Stokes (faible nombre de Reynolds 
: Re < 1). 
 Le pic de la distribution à vitesse nulle est très important pour l’empilement CS : 
les zones entre 2 billes ne sont pas irriguées et sont des zones stagnantes (cf. 
Figure 5.29). L’écoulement s’organise en passages rapides et droits, dans les zones 
entre particules. 
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Figure 5.29 : Champs de vitesse horizontale normalisée pour l’empilement  CS 
 
 Pas de pic de vitesse nulle dans le cas du CFC. La tortuosité de l’empilement 
oblige le fluide à contourner constamment les particules (Figure 5.30). Il n’y a pas 
de zones stagnantes. 
 
 
Figure 5.30 : Champs de vitesse horizontale normalisée pour l’empilement  CFC 
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Figure 5.31 : Comparaison des distributions de vitesse avec les calculs Lattice-Boltzmann ‘LBM’ (Gunjal, 
2005), cas CS et CFC 
 
 Les structures les plus tortueuses (CC et CFC) présentent plus de vitesses 
importantes que le CS. Ces vitesses peuvent dépasser 12Uls. 
 Les FDPs de tous les empilements présentent des oscillations, caractéristiques de 
milieux « périodiques ». Les oscillations sont plus marquées dans la structure CFC 
pour les vitesses Ux/Uls > 4.  
Plus la porosité diminue et plus la structure devient tortueuse et compliquée, plus la courbe 
s’aplatit (cas du CFC).  
 
5.6.4 Distribution de vitesse dans les empilements aléatoires 
Dans cette partie, une analyse des profils de vitesse verticale et de sa répartition à travers des 
empilements bipériodiques monodisperses de billes et de cylindres est présentée. Les 
systèmes étudiés sont les lits S1-0.07 à 14, S2-7, S3-7, S4-7, S1-parois et pour les lits de 
cylindres C2, C3 et C4 comme indiqué dans le Tableau 5.9 ci-dessous. 
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S1-0.07 ds = 3 0.07 540 1 
S1-0.7 ds = 3 0.7 540 1 
S1-7 ds = 3 7 540 10 
S1-7 
parois ds = 3 7 540 1 
S1-14 ds = 3 14 540 1 
S2-7 ds = 3 7 1000 1 
S3-7 ds = 3 7 1500 1 
S4-7 ds = 3 7 2000 1 
Cylindres 
C2 lc = 2 
dc = 1.6 
ra = 1.25 
0.37 380 3 
C3 lc = 3 
dc = 1.6 
ra = 1.875 
0.43 250 3 
C4 lc = 4 
dc = 1.6 
ra = 2.5 
0.47 180 3 
C234-
25/50/25 
lc = 2 
lc = 3 
lc = 4 
dc = 1.6 
ra ** = 1.875 
0.43 260 3 
C234-
40/20/40 
lc = 2 
lc = 3 
lc = 4 
dc = 1.6 
ra ** = 1.875 
0.42 260 3 
S : sphère, C : cylindre 
* Deux  nombres de Reynolds peuvent être définis: un Re global (macro),à l'échelle de la colonne,  
et un Re local (micro) à l'échelle du pore. Ici il s'agit du Re local. 
 ** ra est calculé par rapport à la longueur moyenne (= 3mm) 
 
5.6.4.1 Effet des zones d’entrée et de sortie d’un lit de particules  
Ici, l’effet des zones d’entrée et de sortie du fluide (début et fin du lit de particules) sur la 
courbe de distribution de vitesses est examiné comme ceci a été fait pour la porosité (chapitre 
empilements) et la perte de pression (cf. §5.5.1). Le lit S1-7 a été divisé en sept tranches 
disjointes contigües d’égale épaisseur = 2*ds. Les distributions de vitesse sont différentes pour 
les zones d'entrée (tranche 1) et de sortie (tranche 7) et caractérisées par un pic de faible 
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vitesse plus marqué en tête de lit en raison de l’augmentation de la porosité liée au manque de 
billes dans les couches supérieures  (ε > 0.43) (Figure 5.32).  
Le même comportement des tranches d’entrée et de sortie a été observé pour les différents 
empilements. Par conséquent, dans tout ce qui suit, l’analyse des distributions de vitesse se 
fera sans prendre en compte les zones d’entrée et de sortie d'épaisseur = 2*ds ou 2*dc, pour les 
empilements de billes et de cylindres respectivement. Cette épaisseur est moins importante 
que celle fixée pour la porosité ou la perte de pression (4 dp). La fonction de distribution de 
vitesse semble moins sensible à la structure locale que la porosité et la perte de pression.  
 
 
Figure 5.32 : Effet des zones d’entrée/sortie sur la distribution de vitesse, cas S1-7 
 
5.6.4.2 Validation des calculs de distribution de vitesse 
Ici une comparaison avec les résultats expérimentaux de distribution de vitesse de Cenedese 
[44] est effectuée. Dans cette publication, les champs de vitesse ont été mesurés par PIV dans 
des lits de cylindres de diamètre 3 ou 10 mm et de longueurs entre 1 et 3 fois leur diamètre. 
Les rapports d’aspect ra des particules sont dans la même gamme des rapports d’aspect 
utilisés pour nos simulations de cylindres : 1.25, 1.875 et 2.5. Les expériences sont effectuées 
en régime visqueux avec des vitesses d’injection de l’ordre de quelques millimètres par 
seconde. Cenedese a ensuite traité les champs de vitesse comme des occurrences de variables  
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aléatoires (mesure dans un plan, donc 2 champs de vitesse) et a travaillé sur les statistiques de 
ces deux variables. L’analyse de résultats de PIV est effectuée en termes de distribution des 


























Avec pi = proportion des vitesses verticales dans une classe i donnée 
Les comparaisons avec PeliGRIFF ont été réalisées sur les séries de données issues du travail 
de Cenedese [44] qui sont les plus proches de nos cas, à savoir, pour le diamètre des 
particules : dc = 1.6 mm (PeliGRIFF) et dc = 3 mm (Cenedese), et pour le nombre de 
Reynolds : Re = 0.37, 0.43 et 0.47 (PeliGRIFF) et 0.012 et 0.015 (Cenedese). Les résultats de 
comparaison sont représentés en termes de fluctuation de la vitesse verticale U'z en utilisant la 
définition de l’Équation 5.26. 
La comparaison des distributions de vitesse calculées dans la totalité des lits de cylindres 
montre une très bonne adéquation entre les résultats de PeliGRIFF et ceux de Cenedese pour 
les trois rapports d’aspects étudiés (cas C2 dans la Figure 5.33, C3 dans la Figure 5.34 et C4 
dans la Figure 5.35). 
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Figure 5.33 : Comparaison des distributions de vitesse issues du calcul de PeliGRIFF(C2-repet1), Re = 0.37  































Figure 5.34 : Comparaison des distributions de vitesses issues du calcul de PeliGRIFF(C3-repe2), Re = 0.43  
aux résultats expérimentaux de Cenedese et al. [44] 
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Figure 5.35 : Comparaison des distributions de vitesses issues du calcul de PeliGRIFF(C4-repe1), Re = 0.47  
aux résultats expérimentaux de Cenedese et al. [44] 
 
5.6.4.3 Méthodes de comparaison des distributions de vitesse 
Pour chaque forme de particules (sphères ou cylindres), la représentation des courbes de 
distribution de vitesse est effectuée en utilisant des classes identiques de vitesse ce qui rend 
possible la comparaison directe de ces courbes entre elles. La comparaison entre courbes se 
base sur deux méthodes : 
 le calcul d’écart entre la fonction de distribution de vitesse d’un lit ou d’une zone 
de lit donnée, et avec celle d’une référence choisie, 
 test de la variance (test de  Fisher) pour évaluer si deux populations sont 
statistiquement semblables. 
La méthode de comparaison avec une référence vise à quantifier la variabilité au sein du lit 
étudié. Dans notre étude, deux niveaux de variabilité sont à prendre en compte :  
 Variabilité interne : différence entre deux parties d’un même lit. Dans ce cas, la 
référence est généralement la FDP de tout le lit, c’est-à-dire la moyenne des FDPs 
des parties intermédiaires  
 Variabilité externe : différence entre deux lits correspondant à des chargements 
différents, par exemple de longueurs différentes ou des répétitions de chargement.  
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La référence par rapport à laquelle le calcul des écarts est effectué est choisie de telle sorte 
qu’elle prend en considération toutes les variabilités qui existent dans le système pour donner 
l’information la plus moyennée et la plus exhaustive possible. Elle dépend fortement du 
nombre de sous domaines considérés et de l’arrangement des grains dans chacun des sous 
domaines. L’occurrence d’un défaut dans une couche donnée de l’empilement peut fortement 
influencer cette référence. 
L’information obtenue à partir des calculs d’écart reste parfois complexe avec des courbes 
présentant des oscillations marquées entremêlées (Figure 5.36, (2)). Afin d’avoir un seul 
indicateur de la variabilité au sein du système étudié, nous avons introduit une autre fonction 
appelée ‘enveloppe des écarts’. Cette fonction est le maximum des valeurs absolues des écarts 
entre la fonction de distribution de vitesse et la référence choisie. Elle donne une limite 
supérieure des variations des écarts calculés et réduit les courbes des écarts à une seule 
information (Figure 5.36, (3)).  
 
Figure 5.36 : Etapes de comparaison des FDPs, cas S1-7 : 
(1) Distributions de vitesse, (2) Ecarts des distributions de vitesse (3) Enveloppe des écarts 
La deuxième méthode de comparaison utilise les tests statistiques. La méthode consiste à 
appliquer le test de la variance (test de Fisher) pour tester si deux sous domaines appartenant à 
des lits différents sont statistiquement identiques. On considère que les distributions de vitesse 
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relative aux sous domaines de chaque lit sont des variables aléatoires. On veut tester si celles-
ci suivent la même loi dans les différents lits. L’hypothèse qu’on cherche à tester est H0 : « les 
sous domaines appartenant à des lits différents sont statistiquement identiques » contre H1 : 
« les sous domaines appartenant à des lits différents ne sont pas statistiquement identiques» 
avec un risque d’erreur  α0. On rejette H0 au risque α0 si le rapport de variance des 
échantillons qui est calculé dépasse la valeur théorique lue dans la table de Fisher-Snédécor. 
Le test de Fisher est appliqué pour chaque classe de vitesse et le résultat présente le 
pourcentage de classes de vitesse pour lesquelles les sous-domaines apparaissent 
statistiquement identiques. 
 
5.6.4.4 Effet du nombre de Reynolds 
Dans cette partie, nous avons considéré les empilements S1-0.07, 0.7, 7 et 14, présentés dans 
le Tableau 5.9. Les différents nombres de Reynolds sont calculés sur la base du diamètre de la 
particule (ds = 3mm) et la vitesse d'entrée Uls. L'étude paramétrique est réalisée en variant la 
vitesse d'entrée. Les distributions de vitesse sont représentées dans la Figure 5.37. 
 
Figure 5.37 : Distribution de vitesses pour différents nombres de Reynolds, S1 
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Pour les très faibles nombres de Reynolds (0.07 et 0.7), correspondant à un écoulement 
rampant laminaire, il n’existe pas de différences significatives entre les courbes. Ceci a été 
également souligné par Rong et al. [72] pour Re ≤ 1.2 (Figure 5.38) . 
Par contre, quand le Reynolds augmente (Re égal à 7 ou 14), la forme des courbes change 
avec notamment un  pic plus important et une diminution des occurrences de vitesses près de 
Uz/Uls = 2.5. Rong avec un calcul à Reynolds plus élevé (Re = 87.4) retrouve également un 
pic plus important de la courbe des FDPs.  
 
 
Figure 5.38 : Distribution de vitesses pour différents nombres de Reynolds, d'après Rong et al. [72] 
 
Afin d’approfondir la comparaison, les courbes sont comparées à celles du Re le plus faible 
sur la Figure 5.39. En augmentant le Reynolds, la quantité de points à faible vitesse augmente 
significativement, celle avec des vitesses moyennes (Uz/Uls = 1 à 5) diminue et celle à forte 
vitesse (Uz/Uls > 8)  augmente, ce qui est lié à l'épaisseur des couches limites autour des 
particules. Concernant les vitesses négatives, leur proportion s’avère plus importante 
également pour les nombres de Reynolds ≥ 7 (Figure 5.39). A faible Re, les zones de 
recirculation sont très peu nombreuses (comme vu précédemment).  
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 Figure 5.39 : Ecart des distributions de vitesse par rapport au cas S1-0.07 
 
 
5.6.4.5 Effet de la hauteur dans un même lit 
Dans cette section, le lit le plus long (de hauteur totale = 146 mm) a été considéré (S4-7 avec 
le même diamètre des sphères = 3mm), et découpé en n sous domaines disjoints et qui sont de 
moins en moins épais, avec n appartenant à l'intervalle [2, 3, 4, 5, 7, 11, 16, 22]. Le cas avec  
n = 22 est le cas qui contient le plus de sous domaines. Il contient donc plus d’information sur 
la variabilité. Les autres cas permettent d’évaluer l’effet de la taille du domaine sur la 
variabilité.  
L’enveloppe des écarts a été calculée pour chaque découpage du lit S4 (Figure 5.40 et Figure 
5.41) : plus l’épaisseur des sous-domaines est faible, plus la variabilité dans le lit (interne) 
augmente. Cette dépendance de la variabilité avec la taille du domaine pourrait être 
uniquement un effet de « moyenne ».  
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Figure 5.40 : Enveloppes des écarts, S4-7 
 
 
Figure 5.41 : Zoom sur les enveloppes des écarts, S4-7  
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a) Fonction enveloppe des écarts modélisée 
Afin de vérifier cette hypothèse d’un effet de moyenne, nous proposons d’approximer les 









Avec : a est l’ordonnée à l’origine, b est la constante de relaxation. 
Les paramètres a et b sont calés pour chaque courbe enveloppe. Un exemple de calage est 
présenté sur la Figure 5.42. La fonction exponentielle donne l’allure des courbes enveloppes 








































Figure 5.42 : Exemple d’ajustement de la fonction enveloppe, S4(n = 22) 
 
De manière intéressante, un bon calage de toutes les courbes enveloppes est obtenu avec : 
 La même constante de relaxation 'b' 
 Une ordonnée à l’origine 'a'  proportionnelle au nombre de couches qui constituent 
le lit (donc inversement proportionnelle à la hauteur de couche. Le coefficient ‘a’ 
s’exprime de la manière suivante : 
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Avec an : ordonnée à l’origine pour la courbe enveloppe à  n couches et hn est la hauteur de la 
couche. 




























Modèle Env. 22 Modèle Env. 16
Modèle Env. 11 Modèle Env. 7
Modèle Env. 5 Modèle Env. 4
Modèle Env. 3 Modèle Env. 2
 
Figure 5.43 : Fonctions enveloppes modélisées, S4 
 
Cette approche montre que, en dehors du pic à faible vitesse, l’ordre de grandeur de la 
variabilité est inversement proportionnel à la hauteur de lit considérée. Il s’agit bien d’un effet 
de moyenne. Pour comparer des lits ou des sous-domaines, il est donc nécessaire de travailler 
avec la même hauteur ou de corriger les évaluations de variabilité par rapport à la hauteur 
considérée. 
 
5.6.4.6 Effet de différentes longueurs de lit 
Dans cette partie, plusieurs lits de différentes longueurs sont étudiés (Tableau 5.10). L'objectif 
est de comparer les FDPs pour voir si une différence issue de la longueur existe. Les lits sont 
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comparés avec des domaines de même hauteur de manière à s’affranchir des effets de 
moyenne décrits ci-dessus. Les lits S1, S2, S3 et S4-7 sont divisés en des régions disjointes 
d’égales épaisseurs (= 2*ds).  
 


















S1-7 540 41.5 30 5 6 
S2-7 1000 74 60 10 6 
S3-7 1500 108 96 16 6 
S4-7 2000 146 132  22 6  
L’analyse est réalisée en comparant les enveloppes des écarts à la moyenne du lit le plus long 
(Figure 5.44). Les fonctions enveloppes des 4 lits sont similaires et ne peuvent être 
discriminées. Cela indique que la variabilité interne ne dépend pas de la hauteur du lit. 
En se plaçant maintenant à l’échelle d’un lit de même longueur, le résultat de la section 
précédente sur l’effet de moyenne indique que l’on attend 4.4 fois plus de variabilité sur le lit 
de 30 mm que celui de 132 mm. Ce n’est pas ce qui est observé. Nous émettons l’hypothèse 
que l’effet de moyenne est compensé par une probabilité d’occurrence de sources de 











































S4 S3 S2 S1
 
Figure 5.44 : Fonctions enveloppes, S1, S2, S3 et S4 par rapport à S4 
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Une conséquence pratique de ce résultat est que l’allongement d’un lit fixe ne conduit pas à 
réduire la variabilité de la distribution de vitesse. Cela est cohérent avec l’étude de porosité du 
chapitre empilement qui a montré l’absence de convergence vers un état stationnaire sur la 
porosité axiale en augmentant la longueur de lit. 
 
5.6.4.7 Comparaison entre Variabilité externe et Variabilité interne 
Dans cette partie, nous nous intéressons aux différences d’écoulement entre des lits chargés 
aléatoirement avec les mêmes objets (variabilité externe).  
Dix lits différents ont été simulés avec un mode d’insertion aléatoire  de chaque bille (dp = 3 
mm). Ces lits sont des répétitions (appelés repet1 à 10 sur la Figure 5.45 et Figure 5.46) du lit 
S1-7 (appelé original sur les deux mêmes figures citées précédemment). La comparaison est 
réalisée à Re = 7. Les courbes de distributions des vitesses sont très proches (Figure 5.45).  
 
Figure 5.45 : Ecarts des distributions de vitesse, S1-7(sur la légende : original = lit S1-7 
et repet = chargement répété du lit S1-7)  
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Des différences apparaissent si l’écart à la courbe moyenne de tous les lits est tracé (Figure 
5.46). Par exemple, le calcul n°5 se distingue par moins de vitesses moyennes (entre 1 et 3) et 
plus de vitesses élevées (entre 3 et 8).  Loin des vitesses nulles (pour Uz/Uls > 1), les 
fluctuations sont faibles et ont pour ordre de grandeur ~ 3*10-3. 
 
 
Figure 5.46 : Ecarts des distributions de vitesse par rapport à la moyenne de toutes les répétitions, (sur la 
légende : original = lit S1-7 et repet = chargement répété du lit S1-7)  
 
A titre de comparaison avec la variabilité externe (entre répétitions), la Figure 5.47 donne la 
variabilité interne au sein d’un même lit (S1-7 original) issue d’une division en sous domaines 
d’égale épaisseur (= 2*ds = 6 mm). Les écarts entre distributions de vitesse de chaque sous-
domaine ont été calculés en prenant comme référence la moyenne des FDP de toutes les 
tranches du lit (sans les extrémités). 
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Enveloppe Tranche 2 Tranche 3
Tranche 4 Tranche 5 Tranche 6
 
Figure 5.47 : Ecarts des distributions de vitesses, S1-7 (original) 
 
Sauf pour les vitesses nulles, la variabilité interne (entre les différents sous domaines) de S1-7 
est de l’ordre de 0.01, pour des sous-domaines d’épaisseur 2*ds. Afin de comparer cette 
variabilité interne avec la variabilité externe (entre lits) du paragraphe précédent sur des lits 
cinq fois plus longs, il est nécessaire de corriger la variabilité externe (~3*10-3) du ratio des 
hauteurs de domaine de moyenne soit un facteur 5 dans le cas présent. (voir § 5.6.4.5). La 
variabilité externe 0.015 (~ 0.003*5) est de l’ordre de la variabilité interne (0.01). 
Pour aller plus loin dans cette comparaison, le test de la variance a été appliqué sur les lits S1-
7-original et S1-7-repet1. La conclusion est que pour 99.5 % des classes, les sous domaines 
sont statistiquement identiques entre les 2 lits au risque α = 5%. Il est donc impossible de 
déterminer l’origine d’un sous-domaine d’un des 2 lits en étudiant la distribution des vitesses. 
Une comparaison entre quatre lits extraits d’un même long lit (S4) et un lit court (S1) a été 
effectuée au moyen des fonctions enveloppes des écarts calculés. Pour ces calculs, la 
référence de comparaison est la moyenne des 5 lits. Sur la base des enveloppes (Figure 5.48), 
il n’y a pas de distinction entre les quatre lits extraits de S4 et le lit S1. 
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Figure 5.48 : Fonctions enveloppes des écarts, S1 et S4-extrait 1, 2, 3 et 4 
 
Pour résumer cette analyse quantitative de la vitesse verticale effectuée dans des lits 
bipériodiques de billes monodisperses, les points suivants concernant la variabilité peuvent 
être dégagés :  
 La variabilité est la même pour les dix lits répétés 
 La variabilité entre lits répétés (variabilité externe) est du même ordre de grandeur 
que la variabilité dans un de ces lits (variabilité interne). 
 La variabilité interne est identique pour des sous domaines extraits de lit de 
grandeurs différentes 
Nous concluons que pour des billes, en l’absence de paroi, la variabilité au niveau 
hydrodynamique entre des lits différents et dans un lit ont la même origine : une création de 
structures aléatoires sans ordre apparent sur les hauteurs étudiées (< 15 cm).  
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Figure 5.49 : Courbe de distribution de vitesse de la vitesse horizontale normalisée, S1-7 
 
La distribution statistique de vitesses Ux (ou Uy) présente une symétrie autour de zéro avec 
des vitesses horizontales pouvant atteindre 5*Uls environ (Figure 5.49). La même forme de 
courbe a été aussi retrouvée par Rong et al. [72]. Les zones d’entrée et de sortie (non 
représentées ici) ont une allure différente comme observé pour la vitesse axiale : elles ont les 
pics les plus importants. En outre, le pic de la courbe (Ux = 0, ce qui correspond à un 
écoulement direct) est plus important, pour le sous-domaine 4 (sur la Figure 5.49) qui 
correspond au sous domaine le plus poreux. Pour les autres sous-domaines du lit, il n'y a pas 
de lien systématique entre la porosité moyenne du sous-domaine et le pic de la FDP, ce qui 
met un autre facteur en jeu, qui est la structure locale de l'empilement, pour expliquer 
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Figure 5.50 Hauteur du pic des courbes des FDP 
en fonction de la porosité de chaque sous-domaine, S1-7 
 
L’écoulement transversal  induit par l’obligation du fluide de contourner les obstacles, est 
intéressant pour la réaction car il permet de transporter radialement le réactif  et participe à la 
dispersion radiale et au mélange entre veines de courant parallèles.  
Une comparaison de nos résultats avec ceux de Cenedese [44] est donnée dans la Figure 5.51, 
selon la démarche expliquée précédemment dans la section (§5.6.4.2). Un bon accord est à 
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Figure 5.51 : Comparaison des distributions de vitesses transversales issues du calcul 
de PeliGRIFF(S1-7),  vs les résultats expérimentaux de Cenedese et al. [44]  
 
5.6.6 Comparaison entre empilement aléatoire et structuré 
Une étude des FDPs des vitesses verticales a été effectuée pour les empilements cubiques 
réguliers et aléatoires. Les points suivants ont été relevés : 
 Les FDPs des empilements aléatoires se rapprochent plus des cas CS (cubique 
simple) et CC (cubique centré) que du CFC. Ces deux empilements étant ceux 
avec la porosité la plus proche des empilements aléatoires.  
 Le pic à faible vitesse des FDPs est moins important dans le cas aléatoire (< 0.4, 
sans les extrémités) que les empilements CS et CC, il se rapproche plus du cas 
CFC au niveau des faibles vitesses. Cet aplatissement du pic peut être expliqué par 
la tortuosité qui est plus marquée dans le cas aléatoire (Figure 5.52) et qui évite les 
zones stagnantes apparaissant quand deux particules sont alignées.  
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Figure 5.52 Zoom sur une partie du lit S1-7 montrant l'écoulement tortueux dans le cas d'empilement 
aléatoire 
 
 L’effet de la tortuosité est plus marqué dans les empilements aléatoires et de fortes 
vitesses atteignant les 12* Uls sont observées, comme pour le CFC.  
 Des variabilités plus importantes sont attendues pour les empilements de particules 
anisotropes, c'est un point qui va être abordé dans ce qui suit pour les empilements 
de cylindres. 
 
5.6.7 Synthèse sur les empilements aléatoires bipériodiques de billes 
L'analyse des empilements bipériodiques de sphères met en évidence les points suivants en 
termes de variabilité : 
 Il existe une variabilité interne aux réacteurs. Avec la même épaisseur, la 
distribution de vitesse varie d’une couche à un autre, 
 La variabilité est faible, 
 L’augmentation de volume d’un réacteur ne change pas la variabilité : il y a une 
compétition entre l’effet de moyenne d’une part et la création de source de 
structures aléatoires d’autre part. Il n’a pas été possible de déterminer un volume 
permettant la stabilisation des FDP, alors que l’analyse de l’empilement pour des 
sphères avait identifié un VER sphérique de 3 dp (cf. chapitre empilements), 
 L'absence de VER qui stabilise les FDPs confirme qu'une analyse selon une 
approche macro basée sur la notion de perméabilité n'est pas possible à adopter, 
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 La répétition d’un chargement conduit à un lit différent dont la FDP présente la 
même variabilité,  
 La variabilité interne est du même ordre de grandeur que la variabilité externe. 
 
5.6.8 Distribution de vitesses dans les empilements bipériodiques de 
cylindres 
La même démarche a été appliquée pour des lits bipériodiques de cylindre afin de quantifier la 
variabilité des champs de vitesse. Les points suivants sont abordés :  
 Evaluation de la variabilité interne en comparant les distributions de vitesse dans 
différents sous-domaines, 
 Evaluation de la variabilité interne avec 3 répétitions de chaque lit, 
 Comparaison entre la variabilité interne et externe. 
 
5.6.8.1 Variabilité interne  
Pour la variabilité interne, nous avons calculé les distributions de vitesse dans chaque lit 
composé de 11 sous domaines (après élimination des zones d’entrée/sortie) et qui ont une 
épaisseur égale à 2*dc. Les écarts entre distributions de vitesse et la moyenne de tous les sous 
domaines ont été calculés pour chaque répétabilité à part. La variabilité interne est de l'ordre 
de 0.015 - 0.02, soit plus que pour les billes. Ceci est observé pour les trois longueurs de 
cylindres 2, 3 et 4 mm et toutes les répétabilités. (Figure 5.53 par exemple comparée à la 
Figure 5.47). Nous proposons que cela est dû à l’anisotropie (asymétrie) et à la forme 
(présence de coins) de la particule. 
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Tranche 2 Tranche 3
Tranche 4 Tranche 5
Tranche 6 Tranche 7
Tranche 8 Tranche 9
Tranche 10 Tranche  11
Tranche  12
 
Figure 5.53 :Ecarts entre distributions de vitesses à la moyenne du lit C3-repet1 
 
5.6.8.2 Variabilité externe 
La variabilité externe est évaluée en comparant 3 répétitions de chaque lit. Les écarts entre 
distributions de vitesse sont calculés avec pour référence la moyenne des trois répétitions. La 
même allure des courbes a été observée pour les 3 longueurs de lits (exemples : Figure 5.54 
pour les cylindres de 2 mm et Figure 5.55 pour les cylindres de 4 mm de longueur). Les 
courbes présentent plus de variabilité que dans le cas des sphères (Figure 5.46). La variabilité 
externe corrigée du nombre de domaine et de leur hauteur (cf.§5.6.4.5 ) est de l’ordre de 0.027 
pour les cas C2 (0.0025*11 sous domaines) et de l’ordre de 0.044 pour les cas C4 (0.004*11 
sous domaines). La variabilité externe augmente quand les cylindres deviennent plus longs 
(C4). Ceci est dû à un écoulement dans des structures moins répétables.  
D’autre part, contrairement au cas des sphères, la variabilité externe, pour les cylindres, est 
supérieure à la variabilité interne : 0.027 pour C2 en variabilité externe, face à 0.02 en 
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Figure 5.54 : Ecarts entre distributions de vitesse, pour 3 répétitions du  lit C2, 













































Figure 5.55 : Ecarts entre distributions de vitesse, pour 3 répétitions du  lit C4, 
comparés à la moyenne de toutes les répétabilités 
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Le test de la variance indique que pour les cylindres, il y a plus de classes qui sont 
statistiquement différentes (au risque α = 5 %) : 12.5 % pour C4 comparées à 1.25 et 0.25 %  
des classes pour C2 et C3 respectivement. Les répétitions des lits C4 sont plus « différentes » 
entre elles que les répétitions des lits C2 et C3. Les 12.5 % de classes différentes pour les 
longs cylindres concernent plutôt les fortes vitesses réparties sur les deux gammes de vitesse 
suivantes : 4.96 < Uz/Uls < 5.77 et 14 < Uz/Uls < 19. Nous proposons que ce comportement est 
lié à l’anisotropie plus importante des cylindres de 4 mm de longueur (ra = 2.5). 
 
5.6.9 Analyse des distributions de vitesse pour des empilements de billes 
avec parois 
Dans ce paragraphe, l’empilement et l’écoulement ont été simulés à l’intérieur d’une boite 
parallélépipédique de largeur et longueur égales à 18 mm selon les deux directions 
horizontales, tout en conservant les mêmes paramètres du cas  S1-7 (c'est à dire avec 540 
billes de diamètre 3 mm, une hauteur de lit d'environ 40 mm). Une condition de non 
glissement sur les parois latérales est imposée pour le calcul hydrodynamique. 
La porosité est plus élevée que dans le cas bipériodique (0.45 contre 0.39 dans le cas 
bipériodique), de sorte que le lit est plus long que celui simulé avec des conditions 
bipériodiques ce qui conduit à le diviser en 8 zones au lieu de 7.  
 
5.6.9.1 Analyse qualitative des champs de vitesse verticale 
La coupe de vitesse verticale effectuée au centre de l'empilement (Figure 5.56) présente les 
mêmes caractéristiques que pour les empilements bipériodiques : la structure 3D locale 
influence l’écoulement du fluide.  
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Figure 5.56 Coupe verticale au centre du lit représentant les vitesses verticales normalisées,  
empilement S1-parois 
Les zones à fortes vitesses verticales peuvent atteindre 13 fois Uls. Ce sont des vitesses moins 
élevées que la valeur trouvée pour les empilements sans parois (Uz/Uls ~ 15 à 17, voir §5.4). 
La comparaison entre les Figure 5.56, d'une part, entre la Figure 5.57, d'une part, et les Figure 
5.58 et Figure 5.59, d'autre part, montre que les zones de fortes vitesses (Uz/Uls > 8) sont 
plutôt localisées près des parois où le fluide a plus de facilité à passer puisque la porosité y est 
plus élevée. 
 
Figure 5.57 Coupe verticale en proche parois (plan selon (Y, Z) pris à 0.3 mm de la paroi) 
représentant les vitesses verticales normalisées, empilement S1-parois 
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Figure 5.58 Zoom des zones à vitesses verticales maximales (Uz/Uls  > 8) 
 dans une coupe horizontale du  lit S1-parois 
 
Il existe des zones de faible vitesse verticale (0.0001< Uz/Uls < 0.1) localisées surtout près de 
la surface des particules.  
 
Figure 5.59 Zones à faibles vitesses verticales (0.0001< Uz/Uls < 0.1) 
 dans une partie au centre du lit S1-parois 
 
Les zones à vitesses négatives (Uz/Uls < -0.001) sont réparties de façon homogène mais ne 
remplissent pas beaucoup de volume (Figure 5.60). 
. 
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Figure 5.60 Zones à vitesses négatives (Uz/Uls < -0.001) au centre du lit, empilement S1-parois 
 
5.6.9.2 Distributions des vitesses verticales 
Le lit a été divisé en huit sous-domaines d’épaisseur 2*ds. Les courbes de FDPs ont la même 
forme que celle décrite dans le paragraphe §5.6.1 mais avec un pic près de zéro plus important 
et des vitesses élevées plus faibles (Figure 5.61 qui compare les lits S1-7 et S1-paroi). 
 
Figure 5.61 : Moyenne des FDPs pour les tranches (sans extrémités) dans les lits S1-parois et S1-7 
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La FDP du calcul avec parois a un pic plus important de ~10 % (0.39 face à 0.35). Ceci peut 
être expliqué par une augmentation de la surface de contact pour le cas avec paroi (facteur 
d’augmentation de surface entre les deux cas de l’ordre de 10 %). 
En outre, les fortes vitesses sont moins fréquentes dans le cas avec parois. Les écarts de 
vitesse moyenne (Uz-moyenne = 2.5*Uls pour le cas sans parois, et 2.2*Uls pour le cas sans 
parois) sont totalement expliqués par la porosité plus élevée dans le lit avec parois (ε = 0.45 
avec parois, 0.39 sans parois)  
 
5.6.9.3 Distribution des vitesses transversales 
La Figure 5.62 montre les distributions de vitesse transversale dans le lit S1-parois (sans les 
extrémités). Les courbes présentent la même allure symétrique autour de l’axe des ordonnées 




Figure 5.62 : Distribution de vitesse perpendiculairement au flux pour différentes tranches 
dans le lit S1-parois  
 
Une comparaison des FDPs moyennes des cas sans et avec parois (Figure 5.63) montre que 
les vitesses horizontales proches de zéro (-0.5 < Ux/Uls < 0.5) sont plus fréquentes dans le cas  
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avec parois. A partir de Ux/Uls > 1 et Ux/Uls < -1, les vitesses horizontales deviennent plus 































Figure 5.63 : Moyenne des FDPs perpendiculairement au flux  pour les tranches (sans extrémités) des lits S1-
parois et S1-7 
 
5.6.9.4 Variabilité interne sur les vitesses verticales 
Pour étudier la variabilité interne, le lit S1-parois a été divisé en 6 sous-domaines d’égale 
épaisseur (= 2*ds). Les écarts entre distributions de vitesse de chaque sous-domaine ont été 
calculés (Figure 5.64) avec pour référence le lit complet (hors extrémités). La Figure 5.65 
représente l’enveloppe des écarts avec et sans paroi. Entre 1< Uz/Uls <3, la variabilité entre les 
différents sous domaines de S1-parois est de l’ordre de 0.01 qui est du même ordre de 
grandeur que le lit bipériodique. Pour les plus grandes vitesses (Uz/Uls > 3), la variabilité pour 
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Figure 5.64 : Ecarts des distributions de vitesses, S1-parois 
 
Figure 5.65 : Enveloppes  des écarts des distributions de vitesses, S1-parois et S1-7 
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5.6.9.5 Synthèse sur les lits de billes avec paroi 
La présence de paroi conduit à une légère altération de la forme des FDPs avec les 
caractéristiques suivantes qui ont été relevées : 
 L'augmentation de la probabilité de zone à basse vitesse, 
 La diminution de la probabilité de zone à forte vitesse, 
 La diminution de la variabilité à forte vitesse. 
 
5.6.10 Synthèse sur l’analyse des distributions des vitesses 
Dans cette partie, une comparaison des fonctions de densité de probabilité de vitesse dans des 
empilements structurés et aléatoires de billes et de cylindres monodisperses a été effectuée. 
L’effet de la structure locale aléatoire et de la répétabilité de l’empilement sur l’écoulement a 
été examiné.  
Des systèmes périodiques ont été étudiés : cubique simple (CS), cubique centré (CC) et 
cubique face centré (CFC). Les vitesses proches de zéro sont plus importantes pour 
l'empilement CS du fait de la présence de zones « masquées ». Plus l'empilement devient 
tortueux, plus les vitesses importantes augmentent (jusqu'à Ux = 12Uls), les zones mortes 
diminuent et les variabilités deviennent plus marquées (cas du CFC comparé au CS).  
Ces constatations sur les empilements réguliers sont utiles pour expliquer les distributions de 
vitesse dans les lits aléatoires. Bien que les empilements réguliers ne présentent pas les 
hétérogénéités locales de structure mais ils permettent de dégager des tendances. Les lits 
aléatoires sont caractérisés par leur structure locale aléatoire et tortueuse, et leur porosité 
plutôt proche du CC. Leurs FDPs présentent des vitesses verticales maximales importantes 
qui peuvent dépasser 15*Uls, avec des variabilités assez marquées. Pour les lits de cylindre où 
l'anisotropie de la particule complique davantage la structure, les variabilités sont plus 
importantes. 
A faible Reynolds (Re ≤ 0.7), les champs de vitesse ne dépendent pas du Re (régime rampant). 
Quand le Reynolds augmente (Re ≥ 7), les champs de vitesse évoluent avec en particulier plus 
de zones à vitesse axiale négative, ce qui est analogue au cas d'une sphère isolée où des zones 
de recirculation sont crées derrière la sphère quand le Reynolds augmente, ainsi qu'une 
modification de la forme de la FDP que nous attribuons à un amincissement des couches 
limites. 
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Une analyse de variabilité interne et externe a montré que : 
 L'augmentation du volume du lit ne lisse pas la variabilité : du fait d’une 
compétition entre l'effet de la moyenne d'une part et l'augmentation des structures 
aléatoires d'autre part. 
 Pour les empilements de billes sans parois : la variabilité interne (dans un lit) est 
du même ordre de grandeur que la variabilité externe (entre lits). 
 Pour les  empilements de cylindres sans parois : la variabilité externe est 
légèrement supérieure à la variabilité interne, il existe quelques différences entre 
lits qui augmentent avec l'élongation des objets. 
 Pour l'empilement de billes avec parois : la variabilité interne est du même ordre 
de grandeur que le lit sans parois sauf pour les vitesses importantes où elle est plus 
faible pour le lit avec parois. Nous proposons comme explication que les parois 
offrent plus de frottement et canalisent plus l’écoulement. 
 
5.7 Résultats préliminaires de l'écoulement réactif 
A la suite des travaux sur la structuration géométrique et l’hydrodynamique dans les 
empilements aléatoires de grains de catalyseur, cette partie présente une introduction à l'étude 
de l'écoulement réactif dans le but d'atteindre l'objectif final du travail qui est l'identification 
de la relation entre empilement aléatoire et réactivité apparente de micro réacteurs à lit fixe. 
5.7.1 Physique et équations 
En simplifiant le schéma réactionnel à une unique réaction sur un réactif de concentration C, 
l’objectif est de résoudre dans le fluide l’équation locale de transport comportant un terme 
diffusif et convectif (Équation 5.30) ; et dans le solide, qui représente un grain de catalyseur 



















Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
197
avec :  
CkR .−=  Équation 5.32 
Le coefficient de diffusion dans le solide Dsolide  est, en effet, un coefficient de diffusion 
effectif qui est fonction de la diffusion à l'extérieur du grain solide Dfluide, c'est à dire entre la 
surface d'échange de la matrice solide et le fluide interstitiel. La diffusion dans le grain solide 
tient compte de la porosité dans le grain εgrain et de la tortuosité τ. 
τ
ε grain
fluidesolide DD =  Équation 5.33 
Le ratio Dfluide/Dsolide est typiquement entre 5 et 20 [100]. Dans la suite où les coefficients de 
diffusion de solide et dans le fluide seront différents, nous supposerons un ratio de 10 entre 
les deux. 
Si les changements de concentration ne modifient pas la densité ou la viscosité, l'équation de 
convection-diffusion peut être résolue indépendamment des équations de Navier-Stokes ; ce 
cas correspond par exemple à la réaction d’un produit fortement dilué ou d’un réactif dont les 
propriétés diffèrent peu du produit de la réaction.  
De même, en cas d'écoulement stationnaire, les équations de Navier-Stokes et celle de 
convection-diffusion peuvent être résolues de manière découplée, c'est à dire les champs de 
vitesse et de pression sont d'abord calculés, puis l'évaluation temporelle de la concentration 
dans le système est effectuée, ce qui permet de faire varier les propriétés du réactif pour un 
même écoulement. 
5.7.2 Mise en œuvre dans PeliGRIFF 
Le module réactif, qui a été développé au cours de la thèse,  a été testé dans la partie finale de 
cette thèse et une partie du travail a consisté à réfléchir à sa validation. 
Numériquement, le problème est assez sensible : les faibles coefficients de diffusion 
conduisent à de forts gradients notamment près des interfaces fluide/solide. Une question clé 
est de déterminer la résolution spatiale requise pour capturer les couches limites massiques. 
La méthode pour valider PeliGRIFF consiste à traiter les cas suivants:  
 Transfert de matière externe en absence d’écoulement sur une sphère et 
comparaison avec la solution analytique connue pour les sphères (Sh = 2) 
 
Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
198
 
 Transfert de matière externe avec écoulement sur une sphère et comparaison avec 
la corrélation de Ranz-Marshall 
 Transfert interne en absence d’écoulement et comparaison avec la solution 
analytique (module de Thiele) pour les sphères et les cylindres (avec des cylindres 
très longs). 
Ces méthodes nécessitent d’imposer une concentration uniforme sur la surface de la particule, 
fonctionnalité nouvelle dans PeliGRIFF. Une de nos conclusions est que la validation de 
PeliGRIFF avec un écoulement réactif nécessite de pouvoir définir cette condition limite. 
Sans attendre le développement du module de concentration imposée en surface de la 
particule, des calculs 3D ont été réalisés afin d’explorer la physique des écoulements réactifs. 
Dans la partie suivante, des résultats seulement qualitatifs sont présentés.  
5.7.3 Premiers résultats avec écoulement réactif autour d'une particule 
Le maillage choisi ici est identique à celui utilisé en hydrodynamique : pour les billes 24 
points/diamètre de bille, et 32 points/diamètre de cylindre.  
 
5.7.3.1 Cas d'une sphère avec écoulement  
Le système considéré est présenté dans la Figure 5.66, avec une concentration uniforme en 
entrée, et une condition de vitesse verticale non nulle sur la face d'entrée. Les calculs ont 
consisté en une étude paramétrique avec pour paramètres la vitesse de l'écoulement et la 
constante de réaction. Les vitesses d'entrée imposées sont 10-4 et 10-2 m/s, la diffusion 
moléculaire dans le fluide Dm est égale à 10-6 m2/s, celle dans le solide = 10-7 m2/s. Ceci 
correspond à des nombres de Péclet allant de  0.3 à 30 suivant les vitesses d'entrée. Le nombre 





Pe =  Équation 5.34 
Uls est la vitesse d'entrée, d le diamètre de la particule, Dm est le coefficient de diffusion 
moléculaire dans le fluide. 
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Figure 5.66 : Champs de concentration, à travers un plan (x, y) au centre du domaine, 
avec conditions aux limites imposées, cas d'une sphère de diamètre 3 mm 
 
La réaction dans le solide est une réaction d’ordre un, uniforme avec une constante k de 
réaction égale à 0.01, 0.1, 1, 10 et 100 s-1. 
 
Pe = 30 Pe = 0.3
 
Figure 5.67 : Champ de concentration à travers une coupe dans le plan (x, z) 
au centre du domaine, cas avec k =10 s-1,  
 
Selon le nombre de Péclet, le champ de concentration est très différent (Figure 5.67). Avec un 
Pe = 30, la concentration en réactif diminue uniquement dans le sillage de la particule , tandis 
qu'avec un Pe = 0.3, la concentration en réactif diminue avant la particule et sur tout l’espace 
situé en aval : la diffusion moléculaire est suffisamment forte par rapport à la convection pour 
homogénéiser les gradients de concentration.  
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k= 0.01 s-1 k= 0.1 s-1 k= 1 s-1
k= 10 s-1 k= 100 s-1
 
Figure 5.68 : Champ de concentration à travers une coupe dans le plan (x, z) au centre du domaine, pour 
différentes constantes de réaction k et un nombre de Péclet Pe =30  
Pour un Pe = 30, les champs de concentration sont présentés dans des plans au centre du 
domaine pour différentes vitesses de réaction simulées (Figure 5.68). Plus la vitesse de 
réaction est élevée, plus le sillage est marqué et plus le profil de concentration dans le grain 
est plat (limitations internes). 
La concentration en surface de la sphère n’est pas constante (Figure 5.69), ce qui indique 
qu'une approche par module de Thiele ne peut pas être adoptée. 
 
Figure 5.69 : Concentration sur  la sphère, k = 0.1 s-1 
 
Chapitre 5 – Étude de l'hydrodynamique 
 
    
201
 
5.7.3.2 Cas d'un cylindre semi-infini avec écoulement 
Des calculs similaires ont été réalisés avec un cylindre placé au centre d'une boite 
bipériodique, de côté 8 mm, dans les directions horizontales avec un écoulement vertical 
ascendant en entrée (face inférieure). Le cylindre est placé horizontalement et a une longueur 
égale à la taille de la boite bipériodique = 8 mm, et un diamètre de 3.2 mm (Figure 5.70). 
Cette géométrie correspond à un cylindre de longueur infinie. Les calculs sont effectués avec 
une pression uniforme imposée en sortie et une concentration constante (C = 1) imposée en 
entrée. La diffusion dans le fluide est prise égale à 5*10-7 m2/s. 
 







Figure 5.70 : (a) Dimensions et conditions aux limites du système étudié et 
(b) champ de concentration à travers un plan (x, y) perpendiculaire à l’écoulement 
passant par le centre du cylindre), cas d'un cylindre 'semi-infini'  
 
Du fait des conditions aux limites, les calculs ne peuvent être comparés à une solution connue 
mais permettent de mettre en évidence un décalage de la zone de basse concentration dans le 
grain vers l’aval (Figure 5.71). Il apparait que la théorie de Thiele qui suppose une symétrie 
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Figure 5.71 : Champs de concentration, à la surface du cylindre, cas d'un cylindre 'semi-infini' 
 
Des calculs sur un cylindre de longueur 3 mm orienté par rapport à l’écoulement, (Figure 
5.72), indiquent que la concentration en surface d’une particule n’est pas uniforme (Figure 
5.73). Les calculs sont effectués avec une diffusion dans le solide inférieure à la diffusion 
moléculaire dans le fluide (Dm = 10-6 m2/s et Dsolide = 10-7 m2/s), avec une vitesse à l'entrée 
égale à 0.05 m/s ce qui correspond à un nombre de Péclet de 600. La constante de réaction k  
est prise égale à 0.5, 3 et 10 s-1.  
  
P = 0 Pa







Figure 5.72 : (a) Dimensions et conditions aux limites du système étudié et (b) champs de concentration à 
travers un plan (x, y) au centre du domaine, cas d'un cylindre 'orienté' 
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Figure 5.73 : Concentration en surface du grain, Pe =600, k = 10 s-1  
 
5.7.4 Conclusion pour l'étude qualitative de l'écoulement réactif en mono-
particule 
Dans cette partie, une exploration qualitative de quelques simulations d'écoulement réactif 
avec une seule particule dans un domaine bipériodique a été effectuée. La validation du 
module réactif et la sensibilité au maillage nécessite le développement de la condition aux 
limites C = constante sur une surface.  
 
5.8 Conclusion du chapitre 
L’étude de l’hydrodynamique dans des empilements structurés et aléatoires de particules a été 
réalisée à travers une étude de la perte de pression et des champs de vitesse. Les systèmes 
étudiés ont été très variés, plusieurs paramètres les caractérisent :  
 nature de la structure : empilements structurés / aléatoires,  
 forme des particules : billes / cylindres, 
 taille des particules : empilements mono / polydisperses, 
 conditions aux limites du domaine : sans parois (empilements bipériodiques 'semi-
infinis' ou tripériodique 'infinis') ou avec parois ('finis'). 
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L'effet de la variabilité de la structure locale et de la répétition du chargement sur les champs 
de pression et de vitesse a été mis en évidence et quantifié  : en terme de perte de pression, la 
variabilité est du même ordre de grandeur pour les lits de sphères monodisperses et les lits de 
cylindres. En termes de champs de vitesse, la variabilité interne et externe pour des 
empilements de billes sont du même ordre de grandeur, tandis que pour les lits de cylindres la 
variabilité externe est légèrement supérieure à celle interne et augmente avec l'augmentation 
de la longueur de la particule cylindrique.  
Une constatation générale ressort pour tous les lits aléatoires étudiés, il faut omettre une partie 
du lit pour s'affranchir des effets du fond (empilement sur une surface plane) et de la tête de 
l'empilement (couches non remplies), qui sont des zones à très fortes variations. Cette couche 
a une épaisseur = 2dp pour étudier l'hydrodynamique, et 4dp pour la perte de pression (et 
également pour la porosité, cf. chapitre 'étude des empilements'). Les champs de vitesse 
semblent être moins sensibles à la structure de l'empilement. 
L'étude de la perte de pression a permis de mettre en évidence les points suivants : 
 il existe une variabilité entre lits en termes de perte de pression sans stabilisation 
avec une augmentation de la hauteur de lit, comme nous l'avons constaté 
également pour les profils de porosité, 
 la variabilité locale de l'empilement affecte la perte de pression mais de manière 
inférieure à l’effet de porosité,  
  la variabilité locale de la perte de pression est du même ordre de grandeur pour les 
lits monodisperses de billes et de cylindres. Pour les lits polydisperses de billes, la 
variabilité dans les lits de billes est faible, 
 une corrélation qui estime la perte de pression en lits polydisperses à partir de 
celles de lits monodisperses, a été vérifiée pour les lits de sphères et de cylindres 
avec trois classes de particules.  
L'étude des champs de vitesse en empilements structurés a permis de souligner les points 
suivants : 
 pour le cas CS (où les billes sont alignées), il y a présence de zones stagnantes, 
 le cas CFC, qui est le plus tortueux, est caractérisé par moins de zones stagnantes 
et plus de zones à vitesses importantes 
Ces empilements structurés bien qu'ils ne reproduisent pas les hétérogénéités locales dans un 
empilement aléatoire, ont l'avantage de représenter des cas de référence qui renseignent sur 
les empilements aléatoires (porosité du lité aléatoire proche du cas CC, le CFC, cas le plus 
proche d'un lit aléatoire de point de vue tortuosité présente moins de zones stagnantes). 
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En empilements aléatoires, les tendances générales pour les FDPs se résument en :  
 la présence de zones stagnantes et des zones à forte vitesse qui peuvent atteindre 
15Uls, 
 la faible occurrence de vitesses axiales négatives,  
 la majorité des vitesses se situent entre 0 et 8*Uls. 
L'étude de l'hydrodynamique, effectuée dans cette partie, constitue une étape cruciale dans la 
compréhension du lien entre structure et performances réactive en vue d'optimiser le réacteur. 
Le but finale de cette étude reste le lien entre structure aléatoire de l'empilement et les 
performances réactives. La première exploration qualitative effectuée avec des systèmes en 
mono-particule, présentée à la fin de ce chapitre, a permis d'identifier les besoins en termes de 
développement du code et de la méthode de travail à adopter pour accomplir la dernière étape 
de cette étude. Grace à cette étude qualitative, nous avons pu mettre en évidence la sensibilité 
du champ de concentration en présence de limitations internes. 
En guise de perspectives pour la partie hydrodynamique, nous proposons : 
 une vérification de la relation de perte de pression pour les lits de cylindres 
polydisperses ayant plus que trois classes de particules, 
 une étude des FDPs pour les empilements polydisperses de billes et de cylindres, 
 une étude des FDPs pour les empilements de cylindres avec parois, 
 une étude sur le VER (s’il existe) pour les empilements avec parois, c'est à dire 
étudier les FDPs pour différentes hauteurs de lits, 
 la détermination des distributions des angles que fait l’écoulement avec la 
direction transversale et verticale. 
Pour la  partie réactive, il faudrait compléter l'étude préliminaire en mono-particule,  par: 
 Le développement nécessaire dans le code pour avoir une condition de 
concentration constante sur la surface de la particule. 
 La validation en mono-particule (bille/cylindre) : 
o selon une approche par transfert interne : 
- Etude de la sensibilité au maillage en absence d'écoulement, comparaison à 
la solution analytique de Thiele 
o selon une approche par transfert externe : 
- Comparaison avec la solution analytique (Sh = 2) en l’absence 
d’écoulement, 
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- Comparaison avec la corrélation de Ranz-Marshall, en présence 
d'écoulement, 
- Evaluation de la diffusion numérique induite par le calcul et vérification 
qu’elle reste acceptable. 
 Corrélation de transfert de matière fluide/solide pour les cylindres : 
o Définition d’une corrélation de transfert de matière pour une particule 
cylindrique prenant en compte l’orientation par rapport à l’écoulement et le 
rapport d’aspect, 
o Ensuite, étendre la corrélation à un lit fixe de cylindre. 
 Etude en présence de réaction dans le grain : 
o Sur une particule, sphère (3D) puis cylindre (2D) évaluer comment évolue 
l’efficacité « apparente » du grain en présence d’écoulement : déplacement du 
profil de concentration, amélioration ou diminution du flux total réagissant en 
comparaison avec la solution sans écoulement, 
o Extension au cas d’un lit fixe : existe-t-ils des critères de validité des modèles 
de Thiele en présence de limitations au transfert externe. 
 Etude de l'effet de la répétition du chargement du lit sur les performances 
réactives, pour les billes et les cylindres. 
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6 Conclusion et Perspectives 
Cette thèse avait pour objectif la compréhension du lien entre la structure de l’empilement, 
qui est aléatoire et localement hétérogène, l'hydrodynamique et la réactivité dans des réacteurs 
à lit fixe de petite taille. Ceci en vue d'assurer des résultats justes et répétables valables pour 
l'extrapolation à l'échelle industrielle. 
Le problème étudié peut être perçu comme un problème à différentes complexités 
complémentaires : un empilement poreux de particules caractérisé par sa structure aléatoire et 
localement hétérogène, l'écoulement du fluide dans cette structure poreuse, et la 
réaction/transfert de matière au cœur des particules.  
Une revue bibliographique a permis d'identifier les principales méthodes de caractérisation 
des empilements qui peuvent être réalisés expérimentalement ou simulés numériquement. 
Malgré l'abondance des informations issues de ces travaux de caractérisation des 
empilements, de l'écoulement et de transfert de matière, il n'existe pas d'études liant les 
caractéristiques structurales du lit de particules avec la performance apparente du réacteur. 
D'autres aspects manquants ont été soulignés dans l'ensemble de ces travaux, comme 
l'absence de l'étude de l'effet de la répétition du chargement, ainsi que le manque (ou pour 
certains cas de figures l'absence) de travaux qui traitent les empilements polydisperses 
(distribution granulométrique) et ceux de cylindres souvent utilisés dans les réacteurs. Cette 
partie bibliographique a permis également d'identifier les propriétés géométriques qu’il faut 
considérer pour caractériser géométriquement l’empilement. 
La méthodologie retenue pour ce travail est purement numérique avec deux principaux 
avantages. D'une part, elle permet de définir précisément les conditions initiales (structure 
aléatoire, vitesse, …)  et d’obtenir des résultats très précis et locaux. D'autre part, les études 
numériques écartent les risques de désactivation des catalyseurs en cas de répétition de tests 
ou de variation des performances entre lots de catalyseurs. Grains3D a été le code utilisé pour 
simuler les empilements de particules et PeliGRIFF celui utilisé pour simuler, à l'échelle des 
grains, l'écoulement monophasique dans ces empilements ainsi que le transfert de 
matière/réaction dans un grain de catalyseur. Ces deux codes sont des codes développés à 
IFPEN. 
Dans le troisième chapitre consacré à l'étude des empilements, des lits de billes et de cylindres 
mono et polydisperses dans des réacteurs de différents diamètres ont été simulés et étudiés. 
Les empilements simulés ont les dimensions des unités pilotes utilisées en industrie. Des 
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outils en Visual Basic ont été développés pour analyser géométriquement la structure globale 
et locale des empilements, au travers de descripteurs géométriques classiquement rencontrés 
dans la littérature (porosités moyenne et radiale) et d'autres inédits (porosité axiale et 
orientation des cylindres). 
La caractérisation géométrique d'empilements de sphères et de cylindres a permis de 
reproduire des données expérimentales d'empilement non tassé (valeur de porosité moyenne, 
profils de porosité radiale), ce qui prouve leur représentativité. Il ressort que les parois 
latérales sont très structurantes notamment pour les faibles rapports de diamètre de réacteur 
par celui des particules (D/d) et les empilements monodisperses de particules isotropes. Au 
centre, le caractère aléatoire est beaucoup plus marqué. Les corrélations de la littérature ne 
permettent pas de bien décrire la porosité au centre, notamment pour les faibles rapports 
d'aspect et les particules non sphériques  : une faible variation du ratio D/d peut conduire, en 
effet, à de fortes variations de porosité due à la présence ou non de particules au centre. Pour 
les empilements simulés sans parois, le volume élémentaire représentatif (VER) a été évalué à 
une sphère ayant un rayon de trois diamètres de particules. Néanmoins, pour les empilements 
avec parois, nous n’avons pas pu identifier de volume minimum permettant de stabiliser les 
profils de porosité radiale et axiale. Pour les hauteurs examinées (140 mm ~ environ 46 
diamètres de billes), les profils de porosité ne sont pas stabilisés. L'absence de VER rend donc 
impossible l'adoption d'une approche macroscopique pour modéliser ce type de configuration. 
Pour les rapports d'aspect étudiés, la présence de parois accentue l'effet aléatoire. L'étude de la 
variabilité à l'intérieur d'un même empilement de billes a montré que celle-ci dépend du ratio 
D/d et diminue d'autant plus que ce rapport augmente. 
L'étude de l'hydrodynamique locale a permis de quantifier l'effet de la variabilité locale et de 
la répétition du chargement sur l'écoulement. Les paramètres hydrodynamiques étudiés sont 
les pertes de pression et les champs de vitesse. Plusieurs systèmes d'empilements de billes et 
de cylindres mono et polydisperses ont été étudiés, avec ou sans parois. Comme pour 
l'empilement, afin de s'affranchir des effets du fond (les premières particules sont déposées 
sur un fond plat) et de la tête du lit, il faut omettre une épaisseur correspondant à 4 diamètres 
de particule pour la perte de pression et 2 diamètres de particule pour la vitesse. Les champs 
de vitesse semblent être les moins sensibles à la structure de l'empilement par rapport à la 
perte de pression et la porosité. Ces deux dernières nécessitent l'omission d'une couche 
d'épaisseur = 4 diamètres de particule. 
L'étude de la variabilité de la perte de pression a montré qu'une faible variation de porosité (de 
l'ordre de 1.5 %) peut induire de fortes variations en termes de perte de pression (jusqu'à 10 
%) et ce pour l'ensemble des lits répétés de sphères monodisperses et de cylindres. Pour les 
lits de sphères polydisperses la variabilité est moindre (de l'ordre de 7.5 %), une explication 
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possible serait la présence de petites particules qui homogénéisent la structure localement. A 
porosité égale, la perte de pression est plus importante dans les lits de cylindres que ceux des 
sphères. L'écart est encore plus accentué avec l'augmentation du rapport d'aspect des 
cylindres.  
Une relation de la littérature qui prédit la perte de pression dans des lits polydisperses à partir 
des pertes de pression dans des lits monodisperses avec les mêmes classes de particules a 
confirmé son applicabilité pour les lits de sphères et ceux de cylindres composés de trois 
classes de particules. Cette relation, malgré un nombre limité de cas simulés pour la tester, 
représente un intérêt pratique pour une prédiction rapide de la perte de pression dans des lits 
polydisperses, à partir de celles dans des lits monodisperses. 
L'étude des champs de vitesse a été effectuée à l'aide d'une approche statistique basée sur les 
fonctions de densité de probabilité (FDPs) de vitesse en considérant chaque point de l’espace 
poral comme une variable aléatoire. L'effet de la structure locale et la répétition du 
chargement ont été également examinés pour des lits de sphères et de cylindres. 
Dans un premier temps, des empilements cubiques réguliers ont été étudiés : cubique simple, 
cubique centré et cubique à faces centrées. Ils ont contribué à la validation de PeliGRIFF, 
d'une part, et à ressortir des tendances utiles pour l'étude des empilements aléatoires par la 
suite, d'autre part. Une constatation importante, est que plus la structure devient tortueuse (cas 
du cubique face centré), plus les vitesses importantes sont présentes (pour atteindre jusqu'à 12 
fois la vitesse superficielle Uls), les zones stagnantes diminuent et les variabilités augmentent. 
Pour les lits aléatoires les vitesses verticales locales peuvent atteindre 15 *Uls . La majorité des 
vitesses verticales sont comprises entre 0 et 8*Uls. Les vitesses négatives (à contre-sens de 
l’écoulement principal) sont rares. L'augmentation du nombre de Reynolds (Re ≥ 7) a un effet 
sur la forme des FDPs des vitesses et crée plus de zones à vitesse négative. La présence de 
parois dans le lit conduit à des vitesses importantes un peu plus faibles que le cas sans parois à 
cause des frottements exercés par les parois et l'augmentation de la surface de contact avec les 
particules. L'étude de la variabilité interne (dans un même lit) et externe (entre lits dont le 
chargement est répété) a montré que ces deux dernières sont du même ordre de grandeur pour 
les lits de sphères avec et sans parois. En revanche, pour les lits de cylindres, la variabilité 
externe dépasse légèrement la variabilité interne, autrement dit, il y a plus de différences entre 
deux lits qu’entre deux régions du même lit. L'écart entre lits de cylindres augmente avec 
l'augmentation du rapport d'aspect de la particule cylindrique, donc de son anisotropie. 
Pour les lits simulés sans parois (cas bipériodiques), il n'existe pas de volume minimum de 
traitement pour lequel les FDPs de vitesse se stabilisent : en augmentant la hauteur du lit 
(donc son volume), les variations ne sont pas lissées. Nous en déduisons qu'avec 
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l'augmentation du volume du lit, il y a création de nouvelles structures aléatoires et donc d'une 
sorte de compétition entre effet de moyenne et variation locales plus importantes en nombre.   
Les parties études des empilements et de l'hydrodynamique ont permis de confirmer que les 
réacteurs à lit fixe de petite taille sont opérés dans des empilements non stabilisés et 
faiblement répétables en termes de structure géométrique. Néanmoins, en écoulement, ces lits 
sont plus répétables dans le cas des sphères et des cylindres 'courts' que des cylindres 'longs'.  
La dernière étape de cette étude serait de comprendre le lien entre la structure locale de 
l'empilement et les performances réactives. Une étude préliminaire concernant les 
écoulements réactifs a été menée. Les travaux se sont limités à une exploration qualitative de 
cas en écoulement réactif avec des systèmes simples d'une seule particule (cf. §5.7). La 
validation du code en transfert de matière, incluant la sensibilité au maillage n'a pas pu être 
accomplie en raison des capacités actuelles de PeliGRIFF (impossibilité pour le moment 
d'imposer une concentration constante en surface de la particule). Nous avons montré qu’en 
présence d’écoulement et de limitations aux transferts de matière interne, le champ de 
concentration dans la particule se déplace en aval et que la concentration en surface n’est plus 
uniforme. A l'issue de cette étude préliminaire, une méthodologie de travail est proposée en 
prolongement à cette étude afin de finaliser l'étude réactive du système. 
Plusieurs axes peuvent être proposés afin de poursuivre ce travail. Pour la partie étude de 
l'hydrodynamique, il serait intéressant de vérifier la relation de perte de pression en lits 
polydisperses pour des lits composés de plus de trois classes de particules cylindriques. Dans 
un second temps, compléter l'étude des FDPs de vitesse par des cas polydisperses de billes et 
de cylindres. Enfin, simuler des cas avec parois pour des billes polydisperses et des cylindres 
pour compléter l'étude réalisée sur l'existence éventuelle d'un VER.  
Pour la partie réactive, et après développement du code pour permettre d’imposer une 
concentration constante sur la surface de la particule, il faudra commencer par valider cet 
ajout dans le code et étudier la sensibilité au maillage en utilisant une approche par transfert 
interne (en comparant avec la solution analytique de Thiele en absence d'écoulement) et par 
transfert externe (en comparant avec la solution analytique en absence d'écoulement et la 
corrélation de transfert de matière de Ranz-Marshall en présence d'écoulement). Il serait 
intéressant d’étudier le transfert de matière pour le cas d'un cylindre seul en fonction de son 
orientation et de sa forme (rapport d'aspect) puis pour une collection de cylindres dans  un lit 
aléatoire. En présence d'écoulement, il serait intéressant d'évaluer l'efficacité "apparente" de la 
particule au moyen de l'écart par rapport au modèle de Thiele qui suppose une concentration 
uniforme. A-t-on accroissement ou diminution de l’efficacité du grain ? Les calculs sur des 
lits de particules, notamment des études de répétabilité avec les mêmes particules mais 
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empilées différemment, permettront d’aller vers la définition de critères pour limiter les 
risques d’effets aléatoires du chargement sur les performances apparentes du réacteur. 
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7 Annexe A. 
Calcul de contact dans Grains3D 
Les forces de contact et la méthode de calcul de contact utilisée dans le code Grains3D qui est 
basé sur la méthode des éléments discrets sont présentées. 
Le mouvement d'une particule est décrit par  la deuxième loi de loi de Newton : 
aF m=∑  Équation 7.1 
L'hypothèse de rigidité de la particule permet de décomposer sa vitesse en une vitesse de 
translation U et une vitesse de rotation ω : 
rωUv ∧+=  Équation 7.2 
r est un vecteur position. 
























Mi  est la masse d’une particule, Ji est le moment d’inertie, xi  est la position du centre de 
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Fi et Mi sont les sommes de toutes les forces et  moments appliqués sur une particule. Dans ce 
cas, seules la gravité et les forces de contact sont prises en compte. Les expressions de Fi et 














jj FRM i  Équation 7.8 
g étant la gravité, Rj est un vecteur dirigé du centre de gravité de la particule i vers le point de 
contact avec la particule j et Fij est la force de contact entre les particules i et j. 
La résultante de la force de contact qui s'applique sur une particule i qui est en contact avec 
une particule j est donnée par la relation :  
tijdnijelijij ,,, FFFF ++=  Équation 7.9 
Chacune de ces forces est définie comme suit : 
Force élastique de restitution (de 
Hook) 
Cjinelij k nF ,, δ=  Équation 7.10 
Force dissipative normale  rnijndnij m UF γ2, −=  Équation 7.11 















 Équation 7.12 
Avec :  
kn : coefficient de rigidité normale, δij : distance de recouvrement  entre une particule i et j, nC : 
vecteur unitaire normale au point de contact C, γn est le coefficient de frottement dynamique 
normal, mij  est la masse réduite des particules i et j telle que mi j= Mi*Mj / (Mi+Mj), Urn  est la 
vitesse relative normale entre les particules i et j, Fdt est le frottement dissipatif, tC est le 
vecteur unitaire tangentiel au point de contact, γt est le coefficient de frottement dissipatif 
tangentiel, Urt est la vitesse relative tangentielle entre les deux particules et μC est le 
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Selon [39], le coefficient de rigidité normale kn est relié au recouvrement maximal entre 
particules, donc il est de nature purement géométrique. Il affecte principalement le temps de 
contact et donc le pas de temps. 
L'étape de détection du contact entre deux objets A et B dans Grains3D est basée sur 
l'algorithme Gilbert-Johnson-Keerthi 'GJK' [39]. Son principe est résumé dans les trois étapes 
suivantes : 
1. Réduction de la taille des objets A et B en appliquant une homothétie H de centre le centre 
de l'objet et de rapport inférieur à 1. 
2. Calcul de la distance séparant les 2 objets images H(A) et H(B) 
3. Détermination des caractéristiques de contact qui sont :  
 le centre de contact 
2
BA CCC +=  Équation 7.13 
CA et CB sont les points des objets A et B qui réalisent une distance minimale, respectivement. 










 le recouvrement 
BA rrBHAHd −−= ))(),((δ  Équation 7.15 
rA et rB  sont appelés les épaisseurs de croute i.e. la différence de "taille" des objets réels et 
image après application de l'homothétie H. Il y a contact lorsque le recouvrement δ est négatif 
ou nul. 
Les équation sont résolues de façon explicite avec un schéma Leep-Frog d'ordre 2 en temps et 
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8 Annexe B. 
Relations entre les paramètres de contact 
Ici, les relations entre les paramètres de contact entre deux particules sphériques de même 
masse m et rayon R sont présentées [39]. 
Le coefficient de rigidité normale kn peut être lié à la nature matériau. Pour deux particules de 
même masse m et de même rayon R, il s'exprime par: 
)1(3 2σ−=
ERkn  Équation 8.1 
E: étant le module d'Young 
R: le rayon d'une particule 
σ : le coefficient de poisson 
Si on considère que ces deux sphères entrent en collision normale avec une vitesse initiale U0 
et sans gravité, le système de forces qui s'applique sur une particule est exprimé par : 
 
La force élastique de restitution (de Hook)  Cjinelij k nF ,, δ=  Équation 8.2 
La force dissipative  rnndnij mUF γ−=,  Équation 8.3 
 
La deuxième loi de Newton appliquée au système des deux particules est exprimé par: 
)(2
,, dnijelijm FFa +=  Équation 8.4 
 
A l’aide de l’Équation 8.4, l'évolution temporelle de la distance de recouvrement δ pendant le 


















0 =ω  Équation 8.6 






















 Équation 8.9 
 
A partir de l’Équation 8.9, nous pouvons déduire le temps de contact TC (il y a contact lorsque 










































Le coefficient de restitution en, est défini comme étant le rapport de la vitesse après le choc 
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9 Annexe C.  
Effet de la variation des coefficients de 
rigidité normal kn et de restitution en sur la 
porosité moyenne et radiale 
Dans une simulation d'empilement avec Grains3D, les paramètres introduits sont les 
paramètres (en, μc, kn et γt), en, est le coefficient de restitution, μc est le coefficient de 
frottement de Coulomb, kn est le coefficient de rigidité normal et γt est le coefficient de 
frottement dissipatif tangentiel. 
Nous avons effectué une étude paramétrique sur en et kn, en utilisant un empilement de 
sphères pour un rapport de diamètres D/d = 19/3 (cf. chapitre Empilements pour la description 
du cas), pour voir l'effet sur la porosité moyenne et radiale à la fin de la simulation. 
 
Coefficient de rigidité normale kn 
kn est un coefficient qui influence le temps de calcul et a un effet sur le recouvrement des 
particules. En effet, pour un coefficient en donné, kn modifie inversement le recouvrement 
maximal mais la force élastique reste inchangée puisque c'est le produit des deux (Équation 
7.10). La diminution de kn permet un gain en termes de temps de calcul car cela induit 
l'augmentation du temps de contact et donc du pas de temps.  
En pratique, dans les simulations et pour des raisons de stabilité, le pas de temps est pris dans 
l’intervalle [TC/50, TC/10], TC étant le temps de contact. 
Une estimation du pas de temps ∆t  pour un contact non dissipatif (i.e. γn = 0) entre deux 










==∆  Équation 9.1 
Le pas de temps diminue si on prend en compte la dissipation d’énergie. 
Pour nos simulations, c'est à dire dans des cas d'empilements de particules, nous avons varié 
le coefficient kn et le pas de temps ∆t et nous avons remarqué que la diminution de kn d'un 
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facteur 100 a permis de diminuer la durée du calcul d’environ 10 fois (Tableau 9.1), tout en 
obtenant des résultats équivalents. 
 
Tableau 9.1 : Variation de kn  avec le pas de temps et la durée du calcul  
kn 4*105 4*104 4*103 
∆t (s) 10-6 3*10-6 7*10-6 
Durée du calcul 11h 27m 3h 28m 1h 30m 
 
Coefficient de restitution en 
C'est le coefficient qui traduit le 'rebond' de la particule suite à son contact normal avec un 
obstacle ou une autre particule. Ce coefficient est lié à la façon dont les particules s'insèrent 
dans le réacteur. Il influence le contact entre les particules, d'une part, et entre une particule et 
la couche inférieure du lit, d'autre part. Donc, il peut avoir un effet sur l'agencement des billes. 
Pour cette raison, nous avons gardé le même empilement i.e. une insertion identique de 
particules (même particule et même position choisies dans la fenêtre d'insertion), et nous 
avons varié ce coefficient entre 0.7 et 0.95 afin de ne pas contredire l'hypothèse de particules 
indéformables. 
Le Tableau 9.2 illustre les porosités moyennes calculées pour l'ensemble du lit pour chaque 
valeur de en.  
 
Tableau 9.2: Variation du coefficient de restitution d'énergie 
et porosité moyenne du lit correspondante 
en 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95 
Porosité 
moyenne du lit 0.4245 0.428 0.4323 0.4358 0.4232 
Pour la plage utilisée du coefficient en, la variation de la porosité par rapport la valeur 
moyenne de tous les calculs est inférieur à 2 %, ce qui reste très faible. Le coefficient en a 
donc un effet très faible sur l'état final dus système. 
Nous avons représenté, ensuite la porosité radiale pour chaque coefficient en. 
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Distance à la paroi (mm)
en=0.7 en=0.8 en=0.85 en=0.9 en=0.95
 
Figure 9.1: Profil de porosité radiale pour différentes valeurs de en et répétabilités du cas en=0.85 
 
Pour les différents en choisis, la variation de la porosité radiale est prononcée surtout au 
niveau de centre du lit, où la structure aléatoire est la plus hétérogène. Loin du centre, les 
parois imposent une certaine structuration. 
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10 Annexe D. 
Fully-resolved simulations of the flow 
through a packed bed of cylinders : effect of 
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❋✉❧❧②✲%❡'♦❧✈❡❞ '✐♠✉❧❛.✐♦♥' ♦❢ .❤❡ ✢♦✇ .❤%♦✉❣❤ ❛ ✜①❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ♣❡❧❧❡.' ❛%❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞
.♦ ❜❡..❡% ✉♥❞❡%'.❛♥❞ .❤❡ ❡✛❡❝. ♦❢ .❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐❝%♦'.%✉❝.✉%❡ ♦♥ .❤❡ ❡♥❡%❣② ❧♦''✱ ✐✳❡✳✱
♣%❡''✉%❡ ❞%♦♣ .❤%♦✉❣❤ .❤❡ ❜❡❞✳ ❇♦.❤ ♠♦♥♦✲❞✐'♣❡%'❡ ❛♥❞ ♣♦❧②✲❞✐'♣❡%'❡ '②'.❡♠' ❛'
✇❡❧❧ ❛' '♣❤❡%✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞%✐❝❛❧ ♣❡❧❧❡.' ✭'♦❧✐❞ ♣❛%.✐❝❧❡'✮ ❛%❡ ✐♥✈❡'.✐❣❛.❡❞✳ ❯'✐♥❣ ❛
❉❊▼✲❉▲▼✴❋❉ '✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♠❡.❤♦❞ ✐♥'♣✐%❡❞ ❜② ❬✶❪ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ❤❡%❡ ✐♥ ❛ ❋✐✲
♥✐.❡ ❱♦❧✉♠❡ ❝♦♥.❡①. ✇✐.❤ '❡❝♦♥❞ ♦%❞❡% %❡❝♦♥'.%✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❛%.✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞❛%②✱ ✇❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ .❤❛. .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ '♦❧✉.✐♦♥ ❝♦♥✈❡%❣❡' ♥✐❝❡❧② ✇✐.❤ ♠❡'❤ %❡✜♥❡♠❡♥. ❛♥❞ ♣%♦✲
✈✐❞❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡' ♦♥ .❤❡ ❣%✐❞ '✐③❡ .♦ ❣✉❛%❛♥.❡❡ ❛ '❛.✐'❢❛❝.♦%② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉%❛❝②✳ ❇❛'❡❞
♦♥ .❤❡'❡ .%✉'.✇♦%.❤② '✐♠✉❧❛.✐♦♥ %❡'✉❧.'✱ ✇❡ ✐♥✈❡'.✐❣❛.❡ .❤❡ ✐♠♣❛❝. ♦❢ .❤❡ ♣❛%.✐❝❧❡
'❤❛♣❡ ❛' ✇❡❧❧ ❛' .❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐'♣❡%'✐.② ✐♥ .❤❡ '②'.❡♠ ♦♥ .❤❡ ♣%❡''✉%❡ ❞%♦♣
♦✈❡% .❤❡ ✜①❡❞ ❜❡❞ ✐♥ .❤❡ ✈✐'❝♦✉' %❡❣✐♠❡✳ ❯♥♣%❡❝❡❞❡♥.❡❞ '✐♠✉❧❛.✐♦♥ %❡'✉❧.' ♦♥ .❤❡
✢♦✇ .❤%♦✉❣❤ ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐'♣❡%'❡ ❝②❧✐♥❞❡%' ✐♥❞✐❝❛.❡ .❤❛. .❤❡ ❝♦%%❡❧❛.✐♦♥ ❢♦% ♣♦❧②✲
❞✐'♣❡%'❡ '♣❤❡%❡' '✉❣❣❡'.❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ♠❛② '.✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦% ❝②❧✐♥❞❡%' ♦❢ ♠♦❞❡%❛.❡ ❛'♣❡❝.
%❛.✐♦✳
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▼♦"# ❝❛#❛❧②#✐❝ )❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡#)♦❝❤❡♠✐❝❛❧ )❡❛❝#✐♦♥" ❛)❡ ♦♣❡)❛#❡❞ ✇✐#❤ ✜①❡❞
❜❡❞ )❡❛❝#♦)"✳ ■♥ #❤❡"❡ )❡❛❝#♦)"✱ ❝❛#❛❧②"# ♣❡❧❧❡#" ❛)❡ ❣❡♥❡)❛❧❧② )❛♥❞♦♠❧② "#❛❝❦❡❞
✐♥ ❛ ❧❛)❣❡ ❝②❧✐♥❞)✐❝❛❧ ✈❡""❡❧ ❛♥❞ #❤❡ )❡❛❝#❛♥#"✱ ✉"✉❛❧❧② ❣❛" ❛♥❞ ❧✐;✉✐❞✱ ❛)❡ ✢♦✇✲
✐♥❣ #❤)♦✉❣❤ #❤❡ ❜❡❞ #♦ )❡❛❝# ✐♥"✐❞❡ #❤❡ ❝❛#❛❧②"# ♣❡❧❧❡#"✳ ❈❛#❛❧②"# ♣❡❧❧❡#" ❛)❡
♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♣♦)♦✉" "✉♣♣♦)# ♦♥#♦ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❞❡♣♦"✐#❡❞ ❛❝#✐✈❡ ♠❛#❡)✐❛❧" ✭♥♦❜❧❡
♠❡#❛❧"✱ "✉❧♣❤✐❞❡"✱ ✳✳✳✮✳ ❚❤❡② ❛)❡ #②♣✐❝❛❧❧② ❢)♦♠ 0.2 #♦ 5♠♠ ✐♥ "✐③❡ ✇✐#❤ "♣❤❡)✲
✐❝❛❧✱ ❝②❧✐♥❞)✐❝❛❧ ♦) ♠♦)❡ ❝♦♠♣❧❡① "❤❛♣❡" ✭#)✐✲❧♦❜✐❝ ♦) ;✉❛❞)✐✲❧♦❜✐❝ ❡①#)✉❞❛#❡"✮✳
❖✈❡)❛❧❧ ♣❡❧❧❡# ❛❝#✐✈✐#② ❞❡♣❡♥❞" ♦♥ "✉♣♣♦)# ✭♣♦)❡ "✐③❡ ❞✐"#)✐❜✉#✐♦♥✱ ♣❤②"✐❝♦✲
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣)♦♣❡)#✐❡" ❧✐❦❡ ❛❝✐❞✐#②✮ ❛♥❞ ❛❧"♦ ♦♥ ❛❝#✐✈❡ ♣❤❛"❡ ♣)♦♣❡)#✐❡" ✭❞✐"♣❡)✲
"✐♦♥✱ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ♠❡#❛❧"✱ "✐③❡ ♦❢ ❝)②"#❛❧❧✐#❡"✱ ❞❡♣#❤ ♦❢ ♣❡♥❡#)❛#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ "✉♣♣♦)#
✳✳✳✮✳
❚)❛❞✐#✐♦♥❛❧ #)❡♥❞ ✐♥ #❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞✉"#)② ❤❛" ❛❧✇❛②" ❜❡❡♥ #♦✇❛)❞" ♠♦)❡ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝❛❧ ♣)♦❝❡""❡"✱ #❤❛# ✐" ♠♦)❡ ❛❝#✐✈❡✱ ❧♦♥❣❡) ❧❛"#✐♥❣ ❝❛#❛❧②"#" ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥
✇✐#❤ ♠♦)❡ ❡✣❝✐❡♥# ♣)♦❝❡""❡"✳ ▼♦)❡ ❡✣❝✐❡♥# ♣)♦❝❡""❡" ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"✐❣♥❡❞ ❜❛"❡❞
♦♥ ❛ ❜❡##❡) ❝♦♠♣)❡❤❡♥"✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❤②"✐❝" )✉❧✐♥❣ )❡❛❝#♦) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡" ✐♥ #❡)♠
♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜✉# ❛❧"♦ #❤❡)♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✭♣)❡""✉)❡ ❞)♦♣✮ )❡"♣♦♥"❡"✳ ❆
✜♥❡) )❡♣)❡"❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝❛#❛❧②#✐❝ ♣)♦❝❡"" ❛❧❧♦✇" "♠❛❧❧❡) ♦✈❡)✲❞❡"✐❣♥" ❛♥❞ ❛
❜❡##❡) ✐♥#❡❣)❛#✐♦♥ ✇✐#❤ ♦#❤❡) ❡;✉✐♣♠❡♥#" ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ )❡"✐"#❛♥❝❡ #♦ ♣♦❧❧✉#❛♥#"✱
✳✳✳✮✳ ❚❤✉"✱ ❝❛#❛❧②"# ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ❤❛" ❜❡❡♥ ♠♦)❡ ❛♥❞ ♠♦)❡ ❝♦♥❝❡)♥❡❞ ✇✐#❤ #❤❡
❛❝;✉✐"✐#✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝✉)❛#❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ✉♣✲"❝❛❧❡❞ #♦ ✐♥❞✉"#)✐❛❧ ❞❡"✐❣♥✱
#❤✉" )❡;✉✐)✐♥❣ ❜❡##❡) )❡❛❝#♦)" ❛♥❞ ❜❡##❡) ❛♥❛❧②#✐❝❛❧ #❡❝❤♥✐;✉❡"✳
❉❡"✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❛#❛❧②"# )❡;✉✐)❡" #❤❡ ❛❜✐❧✐#② #♦ ♠❛♥✉❢❛❝#✉)❡ ♥✉♠❡)♦✉" "♠❛❧❧
❜❛#❝❤❡" ♦❢ ❝❛#❛❧②"# ♣)♦#♦#②♣❡ ❛♥❞ ❛""❡"" #❤❡✐) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡" ♦♥ "✐♠✉❧❛#❡❞ ♦)
)❡❛❧ ❢❡❡❞"#♦❝❦"✳ ❆""❡""✐♥❣ #❤❡ ❝❛#❛❧②"# ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ✐" ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✐♥ ♣✐❧♦# ✉♥✐#"
❛# ♣)❡""✉)❡ ❛♥❞ #❡♠♣❡)❛#✉)❡ "✐♠✐❧❛) #♦ #❤♦"❡ ♦❢ #❤❡ ✐♥❞✉"#)② ❢♦) #❤❡)♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝ )❡❛"♦♥"✳ ❍✐"#♦)✐❝❛❧❧②✱ ♣✐❧♦# ✉♥✐# )❡❛❝#♦) #❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛" ❜❡❡♥ ❝❤♦"❡♥ #♦
♠❛#❝❤ #❤❛# ♦❢ #❤❡ ✐♥❞✉"#)✐❛❧ ♣)♦❝❡""❡" ✿ #❤❡ ✐❞❡❛ ✐" #❤❛# ❦❡❡♣✐♥❣ #❤❡ "❛♠❡
#❡❝❤♥♦❧♦❣② "❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ #❤❡ ♣❤②"✐❝" ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ #❤✉" )❡"✉❧# ✐♥ ❛ "#)❛✐❣❤#✲
❢♦)✇❛)❞ ✉♣✲"❝❛❧✐♥❣✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ❝♦"# ❛♥❞ ❞❡❧❛②" ❝❛♥ ❜❡ )❡❞✉❝❡❞ ✐❢ #❤❡ ❛♠♦✉♥#
♦❢ ♣)♦#♦#②♣❡ ❝❛#❛❧②"# #♦ ❜❡ #❡"#❡❞ ✐" )❡❞✉❝❡❞✳ ❋✐①❡❞ ❜❡❞ ♣✐❧♦# ✉♥✐#" "✐③❡ ❤❛"
#❤✉" ❜❡❡♥ ❞❡❝)❡❛"✐♥❣ "#❡❛❞✐❧② ♦✈❡) #❤❡ ②❡❛)" ✿ ❢)♦♠ ✉♥✐#" )❡;✉✐)✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❧✐#)❡"
♦❢ ❝❛#❛❧②"# ✐♥ #❤❡ ✽✵✬" #♦ ❛ ❝✉))❡♥# )❛♥❣❡ ♦❢ 0.1 #♦ 50♠❧ )❡❛❝#♦) ✈♦❧✉♠❡✳
❙✐③❡ )❡❞✉❝#✐♦♥✱ ♦) ❞♦✇♥✲"❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♣✐❧♦# ✉♥✐# ❤❛" ❜❡❡♥ ❛ ♠❛❥♦) ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ #❤❡
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&❤#♦✉❣❤ ❛ ❧♦♦%❡❧② ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡#%✳ ■♥ ♣❛#&✐❝✉❧❛#✱ ✇❡ ❛%%❡%% &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢
%✐③❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ♣#❡%%✉#❡ ❞#♦♣ &❤#♦✉❣❤ &❤❡ ❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐%❝✉%% &❤❡ ✈❛❧✐❞✐&②
♦❢ &❤❡ ❡①&❡♥%✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦##❡❧❛&✐♦♥ ♦❢ ❬✷✱✷✼❪ ♣#♦♣♦%❡❞ ❢♦# %♣❤❡#❡% &♦ ❝②❧✐♥❞❡#%
❢♦# &❤❡ ❡%&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣#❡%%✉#❡ ❞#♦♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ %✉♠ ✉♣ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✹ ♦✉#
#❡%✉❧&% ❛♥❞ ❧✐%& &❤❡ ♣❡#%♣❡❝&✐✈❡% ♦♥ &❤❡ ♣#❡%❡♥& %&✉❞②✳
❘❡♠❛"❦ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ♠✐%✉♥❞❡#%&❛♥❞✐♥❣✱ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧  ✉❛♥&✐&✐❡% ❛#❡ ❞❡✲
♥♦&❡❞ &❤#♦✉❣❤♦✉& &❤❡ %❡ ✉❡❧ ♦❢ &❤❡ ♣❛♣❡# ✇✐&❤ ❛ ✧∗✧ %✉♣❡#%❝#✐♣&✳
✷ ◆✉♠❡%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❋♦# &❤❡ %❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛#✐&②✱ ✇❡ %❤♦#&❧② ♣#❡%❡♥& ❜❡❧♦✇ &❤❡ ♥✉♠❡#✐❝❛❧ ♠❡&❤♦❞% ✇❡
❡♠♣❧♦② &♦ %✐♠✉❧❛&❡ &❤❡ ✢♦✇ &❤#♦✉❣❤ &❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡#%✳ ❲❡ ✉%❡
&✇♦ ❞✐✛❡#❡♥& %♦❧✈❡#%✿ &❤❡ ❢♦#♠❡# ❡♥❛❜❧❡% ✉% &♦ ❝♦♥%&#✉❝& &❤❡ ♣❛❝❦ ♦❢ %♦❧✐❞
♣❛#&✐❝❧❡% ❛♥❞ &❤❡ ❧❛&&❡# ❝♦♠♣✉&❡% &❤❡ ✢♦✇ &❤#♦✉❣❤ &❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞✳ ❋♦# ❛
♠♦#❡ ❞❡&❛✐❧❡❞ ♣#❡%❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡%❡ &✇♦ ♥✉♠❡#✐❝❛❧ &♦♦❧%✱ &❤❡ #❡❛❞❡# ✐% #❡❢❡##❡❞
&♦ &❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛&✐♦♥% ❝✐&❡❞ ✐♥ &❤❡ &✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %✉❜✲%❡❝&✐♦♥%✳
✷✳✶ ●"❛♥✉❧❛" 3♦❧✈❡"
❈#❡❛&✐♥❣ ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ♦❢ %♦❧✐❞ ♣❛#&✐❝❧❡% ✐♥ ♥♦& ❛♥ ❡❛%② &❛%❦✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦#
♥♦♥✲%♣❤❡#✐❝❛❧ ♣❛#&✐❝❧❡%✳ ❇❡%✐❞❡%✱ ❡✈❡♥ ❢♦# %♣❤❡#❡%✱ ✐& ✐% ❢❛# ❢#♦♠ ❜❡✐♥❣ ❡♥&✐#❡❧②
%&#❛✐❣❤&❢♦#✇❛#❞✳ ❚❤❡#❡ ❛#❡ ❡%%❡♥&✐❛❧❧② &✇♦ ♦♣&✐♦♥%✿ ✭✐✮ ✉%✐♥❣ ❛ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ▼♦♥&❡
✺
❈❛"❧♦ ♣"♦❝❡❞✉"❡ *♦ ❞✐,*"✐❜✉*❡ *❤❡ ,♣❤❡"❡, ✐♥ *❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✉♥*✐❧ *❤❡ ❞❡,✐"❡❞
❝♦♠♣❛❝✐*② ✐, "❡❛❝❤❡❞✱ ♦" ✭✐✐✮ ♣❡"❢♦"♠✐♥❣ ❛♥ ❛❝*✉❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❣"❛♥✉❧❛" ,✐♠✉❧❛✲
*✐♦♥ ✉♥❞❡" ❝♦♥*"♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐*✐♦♥, ♦❢ *❤❡ ♣♦✉"✐♥❣ ♣"♦❝❡,, ♦❢ *❤❡ ♣❛"*✐❝❧❡, ✐♥ *❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❧❡**✐♥❣ *❤❡ ,②,*❡♠ "❡❧❛① *♦ "❡,*✳ ❲❡ ❝❤♦,❡ *❤❡ ❧❛**❡" ♦♣*✐♦♥ ❢♦"
*✇♦ ♣"✐♠❛"② "❡❛,♦♥,✿ ✭✐✮ ✐* ✐, ♠✉❝❤ ♠♦"❡ ✈❡",❛*✐❧❡ ✐♥ *❤❡ ,❡♥,❡ *❤❛* ✐* ❝❛♥ ❜❡
❡①*❡♥❞❡❞ *♦ ♥♦♥✲,♣❤❡"✐❝❛❧ ,❤❛♣❡, ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐* ✐, ♣❤②,✐❝❛❧❧② ♠♦"❡ ,❡♥,✐❜❧❡ ,✐♥❝❡
✐* ♠♦❞❡❧, ❛♥ ❛❝*✉❛❧ ❣"❛♥✉❧❛" ✢♦✇✳
❖✉" ❣"❛♥✉❧❛" ,♦❧✈❡" ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ *❤❡ ❉✐,❝❡*❡ ❊❧❡♠❡♥* ▼❡*❤♦❞ ✭❉❊▼✮ ❬✶✶❪ ❛♥❞
❛ ,♦❢*✲,♣❤❡"❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ,♦❢*✲,♣❤❡"❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡, *♦ ❛❧❧♦✇
*❤❡ "✐❣✐❞ ♣❛"*✐❝❧❡, *♦ ,❧✐❣❤*❧② ♦✈❡"❧❛♣ ❛, *❤❡② *♦✉❝❤ ❛♥❞ *♦ ✉,❡ ❛ ❣❡♦♠❡*"✐❝
♠❡❛,✉"❡ ✭✉,✉❛❧❧② ❛ ❞✐,*❛♥❝❡✮ ♦❢ *❤❡ ♦✈❡"❧❛♣ *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❢♦"❝❡,✳
❚❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❢♦"❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥,✐❞❡"❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉" ,✐♠✉❧❛*✐♦♥, ✐, ✈❡"② ,*❛♥❞❛"❞✿ ✐*,
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣ ✐, ❛ ❍♦♦❦❡❛♥ ,♣"✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞❛,❤♣♦* ✐♥ *❤❡ ♥♦"♠❛❧ ❞✐"❡❝*✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❞❛,❤♣♦* ❛♥❞ ❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢"✐❝*✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥* *❤❛* ❧✐♠✐*, *❤❡ ❢♦"❝❡ *♦ ✐*,
❈♦✉❧♦♠❜ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞ ✐♥ *❤❡ *❛♥❣❡♥*✐❛❧ ❞✐"❡❝*✐♦♥ ❬✶✸❪✳ ❖*❤❡" ♠♦"❡ ,♦♣❤✐,*✐✲
❝❛*❡❞ ❛❧*❡"♥❛*✐✈❡, ❡①✐,* ✭,❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✽❪ ❢♦" ❛ ❝♦♠♣"❡❤❡♥,✐✈❡ ♦✈❡"✈✐❡✇✮✳ ❊❛❝❤
❝♦❧❧✐,✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *✇♦ ♥❡❛"❜② ♣❛"*✐❝❧❡, ✐, ♥✉♠❡"✐❝❛❧❧② ✐♥*❡❣"❛*❡❞ ♦✈❡" *✐♠❡✱
❧❡❛❞✐♥❣ *♦ *✐♠❡ ,*❡♣, ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡" *❤❛♥ *❤❡ ♣❤②,✐❝❛❧ ❝♦♥*❛❝* *✐♠❡✳ ❉❊▼ ✐,
♥♦* ❧✐♠✐*❡❞ *♦ ❜✐♥❛"② ❝♦❧❧✐,✐♦♥, ❛♥❞ ❝♦❧❧✐,✐♦♥, ❜❡*✇❡❡♥ ♠✉❧*✐♣❧❡ ♣❛"*✐❝❧❡, ❛"❡
❛❞❞"❡,,❡❞ ✇✐*❤♦✉* ❛♥② ♣❛"*✐❝✉❧❛" *"♦✉❜❧❡✳
❚❤❡ ♠♦*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❣"❛♥✉❧❛" ♠❛*❡"✐❛❧ ✐, ❞❡*❡"♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ◆❡✇*♦♥✬,
,❡❝♦♥❞ ❧❛✇ *♦ ❡❛❝❤ ♣❛"*✐❝❧❡ i ∈< 0, N − 1 >✱ ✇❤❡"❡ N ✐, *❤❡ *♦*❛❧ ♥✉♠✲
❜❡" ♦❢ ♣❛"*✐❝❧❡,✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛"*✐❝❧❡, ❛"❡ "✐❣✐❞✱ *❤❡✐" ✈❡❧♦❝✐*② ✈❡❝*♦" v∗ ,❛*✐,✜❡,
v∗ = U ∗ + ω∗ ∧ R∗✱ ✇❤❡"❡ U ∗✱ ω∗ ❛♥❞ R∗ ❞❡♥♦*❡ *❤❡ *"❛♥,❧❛*✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐*② ✈❡❝*♦"✱ *❤❡ ❛♥❣✉❧❛" ✈❡❧♦❝✐*② ✈❡❝*♦" ❛♥❞ *❤❡ ♣♦,✐*✐♦♥ ✈❡❝*♦" ✇✐*❤ "❡,♣❡❝* *♦
*❤❡ ❝❡♥*❡" ♦❢ ♠❛,,✱ "❡,♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❚❤✐, ❞❡❝♦♠♣♦,✐*✐♦♥ ❝❧❛,,✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞, *♦ ❛ ❢♦"❝❡
❡P✉❛*✐♦♥ ❢♦" U ∗ ❛♥❞ ❛ *♦"P✉❡ ❡P✉❛*✐♦♥ ❢♦" ω∗✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡*❡ ,❡* ♦❢ ❡P✉❛*✐♦♥,



























i ,*❛♥❞ ❢♦" *❤❡ ♠❛,,✱ ✐♥❡"*✐❛ *❡♥,♦"✱ ❝❡♥*❡" ♦❢ ♠❛,,
♣♦,✐*✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛" ♣♦,✐*✐♦♥ ♦❢ ♣❛"*✐❝❧❡ i✳ F ∗i ❛♥❞M
∗
i ❛"❡ *❤❡ ,✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❢♦"❝❡,
❛♥❞ *♦"P✉❡, ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣❛"*✐❝❧❡ i✱ "❡,♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦✉" ,*✉❞②✱ ♦♥❧② ❣"❛✈✐*② ❛♥❞
❝♦♥*❛❝* ❢♦"❝❡, ❛❝* ♦♥ ❛ ♣❛"*✐❝❧❡❀ *❤✉, F ∗i ❛♥❞ M
∗
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∇ · u˜ ,
∂ψ
∂n
= 0 on ∂Ω, ✭✽✮
un+1/2 = u˜−∆t∇ψ,





✭✷✮ ❆ ✜❝0✐0✐♦✉, ❞♦♠❛✐♥ ♣!♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ un+1 ❛♥❞ λn+1 ,✉❝❤ 0❤❛0
un+1 − un+1/2
∆t
+ λn+1 = αλn, ✭✶✵✮
un+1 = 0 in P (t). ✭✶✶✮
✇❤❡!❡ u✱ p✱ λ✱ ψ ❛♥❞ ∆t ❞❡♥♦0❡ 0❤❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❧❡,, ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐0②✱ ✢✉✐❞ ♣!❡,,✉!❡✱
❉▲▼✴❋❉ ▲❛❣!❛♥❣❡ ♠✉❧0✐♣❧✐❡! 0♦ !❡❧❛① 0❤❡ ❝♦♥,0!❛✐♥0 ✭✶✶✮✱ ♣,❡✉❞♦✲♣!❡,,✉!❡
✜❡❧❞ ❛♥❞ 0✐♠❡ ,0❡♣ !❡,♣❡❝0✐✈❡❧②✳ Ω ❛♥❞ ∂Ω !❡♣!❡,❡♥0 0❤❡ ✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐0,
❜♦✉♥❞❛!② !❡,♣❡❝0✐✈❡❧② ❛♥❞ P (t) 0❤❡ !❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② 0❤❡ ♣❛!0✐❝❧❡,✳ ❋✐♥❛❧❧②✱















❛!❡ 0❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥,✐0②✱ ❝❤❛!❛❝0❡!✐,0✐❝ ✈❡❧♦❝✐0②✱ ❝❤❛!❛❝✲
0❡!✐,0✐❝ ❧❡♥❣0❤ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✈✐,❝♦,✐0② !❡,♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ■♥ 0❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ 0❤❡ ✢♦✇ 0❤!♦✉❣❤ ❛
✜①❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ♣❛!0✐❝❧❡,✱ ♦❜✈✐♦✉, ❝❤♦✐❝❡, ❢♦! U∗c ❛♥❞ L
∗
c ❛!❡ 0❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥❧❡0 ✈❡❧♦❝✐0②
❛♥❞ 0❤❡ ❡L✉✐✈❛❧❡♥0 ♣❛!0✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡0❡!✱ ❜✉0 ♦0❤❡! ❝❤♦✐❝❡, ❛!❡ ❛❧,♦ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳
❖✉! ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✐, 0♦ ❡①❛♠✐♥❡ 0❤❡ ✢♦✇ 0❤!♦✉❣❤ ❛ ✜①❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡!, ❛0 ❛
❧♦✇ ❜✉0 ✜♥✐0❡ ❘❡②♥♦❧❞, ♥✉♠❜❡! ✭❧❛♠✐♥❛! ❛♥❞ ,0❡❛❞② !❡❣✐♠❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ,✐♠✲
✉❧❛0✐♥❣ 0❤✐, 0②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ ❛0 ❛ ❧♦✇ ♣♦!♦,✐0② ✭❧❡,, 0❤❛♥ 0.5✮ ✇✐0❤ ❛ !❡❛,♦♥❛❜❧②
❣♦♦❞ ❛❝❝✉!❛❝② ,0✐❧❧ !❡♣!❡,❡♥0, ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣!♦❜❧❡♠ ❢♦! ♥♦♥✲❜♦✉♥❞❛!② ✜00❡❞
♠❡0❤♦❞, ❧✐❦❡ ■❇▼✱ ▲❇▼✱ ❉▲▼✴❋❉▼ ♦! ❋❈▼✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜!,0 ✈❛❧✐❞❛0❡ ♦✉!
♠❡0❤♦❞ ❜② ❝♦♠♣❛!✐♥❣ ♦✉! ❝♦♠♣✉0❡❞ !❡,✉❧0, ✇✐0❤ ❛♥❛❧②0✐❝❛❧ ❡①❛❝0 ,♦❧✉0✐♦♥,
❛♥❞ ♦0❤❡! ♥✉♠❡!✐❝❛❧ ❞❛0❛ ❢!♦♠ 0❤❡ ❧✐0❡!❛0✉!❡ ♦♥ ♣!♦❜❧❡♠, ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ,♣❤❡!❡,✳
■♥ ♣❛!0✐❝✉❧❛!✱ ✇❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ 0❤❛0 ♦✉! ♠❡0❤♦❞✱ ✉♥❧✐❦❡ ♦0❤❡! ✇♦!❦, ✉,✐♥❣ ■❇▼
♦! ▲❇▼✱ ❞♦❡, ♥♦0 !❡L✉✐!❡ ❛♥② ❤②❞!♦❞②♥❛♠✐❝ !❛❞✐✉, ❝❛❧✐❜!❛0✐♦♥ ❛♥❞ ♣!♦✈✐❞❡,
,❛0✐,❢❛❝0♦!② ,♦❧✉0✐♦♥, ✇✐0❤ 0❤❡ ❛❝0✉❛❧ ✭❣❡♦♠❡0!✐❝✮ ♣❛!0✐❝❧❡ !❛❞✐✉,✳ ❚❤✐, ❛❧❧♦✇,
✉, 0♦ 0❤❡♥ ❡①0❡♥❞ ♦✉! ,0✉❞② 0♦ ❝②❧✐♥❞❡!, ❛♥❞ ,✐♠♣❧② ✉,❡ 0❤❡✐! ❛❝0✉❛❧ ❣❡♦♠❡0!✐❝
❢❡❛0✉!❡, ✭❞✐❛♠❡0❡! ❛♥❞ ❤❡✐❣❤0✮✳
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❛♥ ✐♥2+✐♥)✐❝ ❞+❛✇❜❛❝❦ ♦❢ 2❤❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ♠❡2❤♦❞✳ ❘❡❝❡♥2❧②✱ ❉❡❡♥ ❡2 ❛❧ ❬✸✺❪ ❤❛✈❡
)✉❣❣❡)2❡❞ ❛♥♦2❤❡+ ❢✉❧❧②✲+❡)♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ♠❡2❤♦❞ 2❤❛2 ♣+♦✈✐❞❡) )❛2✐)❢❛❝2♦+②
+❡)✉❧2) ✉♣ 2♦ ❤✐❣❤ )♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢+❛❝2✐♦♥ ✭❧♦✇ ♣♦+♦)✐2②✮ 2❤❛2 ❞♦❡) ♥♦2 +❡❧② ♦♥ ❛♥②
❝❛❧✐❜+❛2✐♦♥ ♣+♦❝❡❞✉+❡ ♦❢ 2❤❡ ❤②❞+♦❞②♥❛♠✐❝ +❛❞✐✉)✳ ■♥ ♦✉+ ❝♦❞❡ S❡❧✐●❘■❋❋✱ ✇❡
❢♦❧❧♦✇ 2❤❡ )❛♠❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤2 ❜❡❧♦✇ 2❤❛2 ✉)✐♥❣ ❛ )❡❝♦♥❞✲♦+❞❡+
♦✉2✇❛+❞)✲♦+✐❡♥2❡❞ ✐♥2❡+♣♦❧❛2✐♦♥ ✭❛) ✐♥ ❛ ◗✷ G✉❛❞+❛2✐❝ ✜♥✐2❡ ❡❧❡♠❡♥2✮ ✐♥)2❡❛❞
♦❢ ❛ ❝❧❛))✐❝❛❧ ♠✉❧2✐✲❧✐♥❡❛+ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐2② ❛2 2❤❡ ♣❛+2✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞❛+②
❛❧❧♦✇) ✉) 2♦ )✉♣♣❧② ❛❝❝✉+❛2❡ +❡)✉❧2)✱ 2❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡+ 2❤❡ ❛❝2✉❛❧ +❛❞✐✉)✳ ❆
)❡2 ♦❢ ❉▲▼✴❋❉ ♣♦✐♥2) ❛♥❞ 2❤❡ 2✇♦ 2②♣❡) ♦❢ ✐♥2❡+♣♦❧❛2✐♦♥ ✭♠✉❧2✐✲❧✐♥❡❛+ ❛♥❞
G✉❛❞+❛2✐❝✮ ❛+❡ ✐❧❧✉)2+❛2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ✐♥ ✷❉ ❢♦+ ❛ ❝✐+❝✉❧❛+ ❝②❧✐♥❞❡+✳
❚❤❡ ✜+)2 2❡)2 ❝❛)❡ ✐) 2❤❡ ✢♦✇ 2❤+♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐2❡ )2+✉❝2✉+❡❞ )✐♠♣❧❡ ❝✉❜✐❝ ❛++❛②
♦❢ )♣❤❡+❡) ❛2 Re = 0✳ ❚❤✐) ♣+♦❜❧❡♠ ✐) ❛ ✈❡+② ❛♣♣+♦♣+✐❛2❡ ❝❛♥❞✐❞❛2❡ 2♦ ✈❛❧✐❞❛2❡
♦✉+ ❝♦❞❡ )✐♥❝❡ ✐2 ♣♦))❡))❡) ❛♥ ❡①❛❝2 ❛♥❛❧②2✐❝❛❧ )♦❧✉2✐♦♥ ❞❡+✐✈❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ✉♣ 2♦
2❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ )2+✉❝2✉+❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣ φmax = π/6 ≃ 0.524✱ ✇❤❡+❡ φ = 1 − ǫ ✐)
2❤❡ )♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢+❛❝2✐♦♥ ❛♥❞ ǫ 2❤❡ ♣♦+♦)✐2②✳ ■♥ ♦✉+ )✐♠✉❧❛2✐♦♥)✱ 2❤❡ )②)2❡♠ ✐)
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿ ❛ )✐♥❣❧❡ )♣❤❡+❡ ✐) )❡2 ❛2 2❤❡ ❝❡♥2❡+ ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❝♦♠♣✉2✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ✇✐2❤ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐2✐♦♥) ✐♥ ❛❧❧ ✸ ❞✐+❡❝2✐♦♥)✳ ❆ ♣+❡))✉+❡ ❞+♦♣
✐) ✐♠♣♦)❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡ ✸ ❞✐+❡❝2✐♦♥)✱ ❡✳❣✳ x✱ ❛♥❞ 2❤❡ +❡)✉❧2✐♥❣ ✢♦✇ +❛2❡ Q∗
✐) ♠❡❛)✉+❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✸✻❪✱ 2❤❡ +❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐2② V ∗ ❛♥❞










✇❤❡+❡ L∗ ❛♥❞ a∗ ❞❡♥♦2❡ 2❤❡ ❝✉❜❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣2❤ ❛♥❞ )♣❤❡+❡ +❛❞✐✉)✱ +❡)♣❡❝2✐✈❡❧②✱
❛♥❞ V ∗ = Q∗/L∗2✳ ❬✸✻❪ )✉♣♣❧✐❡) 2❤❡ ❛♥❛❧②2✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ K ❛) ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ φ✳
❲❡ ♣❧♦2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✭❛✮ 2❤❡ )♦❧✉2✐♦♥ ❝♦♠♣✉2❡❞ ❜② S❡❧✐●❘■❋❋ ❢♦+ ❛ 40× 40× 40
♠❡)❤ ❛♥❞ ❛ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❧❡)) 2✐♠❡ )2❡♣ ∆t = 0.01✳ ❚❤✐) ♣❧♦2 ❡✈✐❞❡♥❝❡) ❛ ✈❡+②
✾
 ❛"✐ ❢❛❝"♦'② ❛❣'❡❡♠❡♥" ✇✐"❤ "❤❡ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧  ♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ ❬✸✻❪ ✉♣ "♦ φmax✱ "❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡''♦' ❜❡✐♥❣ ❧❡  "❤❛♥ 3✪✳ ❲❡ ❢✉'"❤❡' ❡①❛♠✐♥❡ "❤❡ ❛❝❝✉'❛❝② ♦❢ ♦✉'
❝♦♠♣✉"❡❞  ♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✭❜✮ ❜② ♣❧♦""✐♥❣ ✐" ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ❛ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢
Np✱ "❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❉▲▼✴❋❉ ♣♦✐♥" ♦♥ "❤❡ ♣❛'"✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡"❡' ✭"❤❛" ✈❛'✐❡ ❛ 
1/h✱ h ❜❡✐♥❣ "❤❡ ❣'✐❞  ✐③❡✮✳ ❚❤✐ ♣❧♦" ❧❡❛❞ "♦ "❤❡ "❤'❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥" ✿
✭✶✮ ❢♦' ❛❧❧ φ✱ ✇❡ ❣❡" ❛ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ♥✐❝❡  ♣❛"✐❛❧ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✱
✭✷✮ ❣❡♥❡'❛❧❧② "❤❡  ♦❧✉"✐♦♥ ❝♦♥✈❡'❣❡ ❛ Nαp ✇✐"❤ α ∈ [1 : 1.5]✱ ✇❤✐❝❤ ✐ ❞❡❡♠❡❞
"♦ ❜❡  ❛"✐ ❢❛❝"♦'② ❢♦' ❛  ❡❝♦♥❞✲♦'❞❡' ❛❝❝✉'❛"❡  ❝❤❡♠❡ ❢♦' ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✇✐"❤✲
♦✉" ♣❛'"✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❜♦✉♥❞❛'② ✜""❡❞ "'❡❛"♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ♣❛'"✐❝❧❡ ✳ ❆♥❞
❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♣♦✐♥" ♦✉" "❤❛" ♥♦ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❤②❞'♦❞②♥❛♠✐❝ '❛❞✐✉ ♦' ❝❛❧✐❜'❛"✐♦♥
♣'♦❝❡❞✉'❡ ✐ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ '❛❞✐✉ ♦❢ "❤❡  ♣❤❡'❡ ✐♥ ♦✉'  ✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐ 
 ✐♠♣❧② ✐" ❣❡♦♠❡"'✐❝ '❛❞✐✉ ✱
✭✸✮ ❢♦' "❤❡  ❛♠❡ Np✱ "❤❡ ❡''♦' e ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❡❞  ♦❧✉"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡
❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ♦♥❡ ✐♥❝'❡❛ ❡ ✇✐"❤ "❤❡  ♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢'❛❝"✐♦♥ φ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡ 
"❤❛" ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡' '❡ ♦❧✉"✐♦♥ ✐ '❡O✉✐'❡❞ ❢♦' ❞❡♥ ❡ ♣❛'"✐❝✉❧❛"❡  ② "❡♠ ✱
❡✳❣✳ ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞✱ "❤❛♥ ❢♦' ❞✐❧✉"❡ ♦♥❡ ✳
❚❤❡  ❡❝♦♥❞ "❡ " ❝❛ ❡ ✐  ✐♠✐❧❛' ❡①❝❡♣" "❤❛" "❤❡ ❧❛②♦✉" ♦❢  ♣❤❡'❡ ✐ '❛♥❞♦♠✳ ❚❤✐ 
♣'♦❜❧❡♠ ❤❛ ❜❡❡♥  "✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✱✷✵❪ ✇✐"❤ ❛ ▲❇▼ ✐♥ ✈✐ ❝♦✉ '❡❣✐♠❡ ✭Re < 0.2✮✳
❖✉'  ✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❛'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ❢♦' (Re,Np,∆t) = (0.01, 16, 0.01)✳ ❋♦' ❡❛❝❤ φ
✇❡ ❣❡♥❡'❛"❡ ✜✈❡ '❛♥❞♦♠ ❧❛②♦✉" ♦❢ ♣❛'"✐❝❧❡ ❛♥❞ "❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐"② V ✐ "❤❡♥
❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡' "❤❡ ❡ ✜✈❡ ❝♦♥✜❣✉'❛"✐♦♥ ✳ ❚❤❡ '❡ ✉❧"✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐ ✐❧❧✉ "'❛"❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❛✮ ❢♦' φ = 0.524✳ ❆ ❢♦' ❛  "'✉❝"✉'❡❞ ❛''❛② ♦❢  ♣❤❡'❡ ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉"❡
"❤❡ ♠❡❛♥ ❞'❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ♦♥ ❡❛❝❤  ♣❤❡'❡ K ❛♥❞ ❝♦♠♣❛'❡ ♦✉' ✈❛❧✉❡ ✇✐"❤ "❤❡
♣'❡❞✐❝"✐♦♥ ✐♥ ❬✷✱✷✵❪✳ ❚❤❡ ❛❣'❡❡♠❡♥" ✇✐"❤ "❤❡ ▲❇▼ ♣'❡❞✐❝"✐♦♥ ✐ ✈❡'② ❣♦♦❞✱
❛  ❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❜✮✱ ❛♥❞ ♦✉' ❝♦♠♣✉"❡❞  ♦❧✉"✐♦♥ ❝♦♥✈❡'❣❡ ❧✐♥❡❛'❧② ✇✐"❤ Np✱
✐✳❡✳ ❛ O(N−1p ) ✭♥♦" ♣'❡ ❡♥"❡❞ ❤❡'❡ ❢♦' "❤❡  ❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐ ❡♥❡  ✮✳ ❚❤❡  ❛♠❡ φ
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐ ♦❜ ❡'✈❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♣❧♦" ✿ ❞❡♥ ❡  ② "❡♠ '❡O✉✐'❡ ❛ ✜♥❡'
♠❡ ❤ "❤❛♥ ❞✐❧✉"❡ ♦♥❡ ❢♦' "❤❡  ❛♠❡ ❛❝❝✉'❛❝②✳
❖✉' "❤✐'❞ ❛♥❞ ❧❛ " "❡ " ❝❛ ❡ ✐ "❤❡ ✢♦✇ "❤'♦✉❣❤ ❛  ❡♠✐✲✐♥✜♥✐"❡  "'✉❝"✉'❡❞ ❛''❛②
♦❢  ♣❤❡'❡ ❛" (Re, φ) = (18, π/6)✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ✐ "♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ "❤❛" W❡❧✐●❘■❋❋
♥♦" ♦♥❧②  ✉♣♣❧✐❡ ❛❝❝✉'❛"❡  ♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ ❛ ❙"♦❦❡ ✢♦✇ ❜✉" ❛❧ ♦ ✐♥ ✜♥✐"❡ Re ♦♥❡ ✱
✐✳❡✳✱ '❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❡'"✐❛ ✐ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐ "❡ " ❝❛ ❡ ✐ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥"❡❞
✐♥ ❬✸✼❪✱ ✐" ❝♦♥ ✐ " ♦❢ ❛  "'✉❝"✉'❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ✶✷ ♣❛'"✐❝❧❡ ❧❛✐❞ ♦✉" ❛ 3 × 2 × 2 ✐♥
"❤❡ (x, y, z) ❢'❛♠❡✳ W❡'✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛'② ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ y ❛♥❞ z ❞✐'❡❝"✐♦♥ 
♠♦❞❡❧ "❤❡  ❡♠✐✲✐♥✜♥✐"❡ ❝♦♥✜❣✉'❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐ ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ❡♥"'② ❛♥❞ ❡①✐" ③♦♥❡ ✐♥ "❤❡ x ❞✐'❡❝"✐♦♥ ✭"❤❡ ❞✐'❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✢♦✇✮✳ ❚❤❡ ❡
"✇♦ ③♦♥❡  ♣❛♥ ♦♥❡ ♣❛'"✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡"❡' d∗  ✉❝❤ "❤❛" "❤❡ "♦"❛❧ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❛'❡ 4d∗ × 2d∗ × 2d∗✳ ❆" "❤❡ ✐♥❧❡" ❜♦✉♥❞❛'②✱ ❛ ❝♦♥ "❛♥"
✈❡❧♦❝✐"② ✜❡❧❞ (U∗, 0, 0) ✐ ✐♠♣♦ ❡❞ ✇❤✐❧❡ ❝❧❛  ✐❝❛❧ ♦✉"✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛'② ❝♦♥❞✐"✐♦♥ 
✇✐"❤ ❛ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❝♦♥ "❛♥" ♣'❡  ✉'❡ ✭ ❡" "♦ 0 ❢♦' ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♣✉'♣♦ ❡ ✮ ❛'❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❛" "❤❡ ❡①✐" ♣❧❛♥❡✳ ❉✐✛❡'❡♥" ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❛♥ ✐♥❝'❡❛ ✐♥❣ Np ❛'❡
♣❡'❢♦'♠❡❞✿ 8, 16, 20, 24, 32, 48, 64, 96, 128, 160 ✭"❤❡ ❧❛'❣❡ " Np ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ 160✱
✶✵
✐♠♣❧✐❡% ❛ ♠❡%❤ ❝♦♠♣*✐%✐♥❣ 640 × 320 × 320 ≃ 65 ♠✐❧❧✐♦♥% ♦❢ ❝❡❧❧% ❛♥❞ *❛♥
♦♥ 128 ❝♦*❡% ♦❢ ❛ %✉♣❡*❝♦♠♣✉0❡*✮✳ ❋✐❣✳ ✺✭❛✮ ✐❧❧✉%0*❛0❡% 0❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐♥ 0❤❡
xz %②♠♠❡0*② ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✺✭❜✮ ♣❧♦0% 0❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣✉0❡❞
%♦❧✉0✐♦♥ ✇✐0❤ ♠❡%❤ *❡✜♥❡♠❡♥0✳ ❚❤❡ %♦❧✉0✐♦♥ ❝♦♥✈❡*❣❡% ❛% N−1.65p ❛♥❞ 0❤❡ ❡**♦*
✐% ❧❡%% 0❤❛♥ 4✪ ❢*♦♠ Np = 32 ✭◆♦0❡ 0❤❛0 0❤❡ ❡**♦* ✐% ❝♦♠♣✉0❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡
❘✐❝❤❛*❞%♦♥ ❡①0*❛♣♦❧❛0✐♦♥ 0♦ ✐♥✜♥✐0❡ Np ❛% 0❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡ %♦❧✉0✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❢*✐❝0✐♦♥







■0% ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❜② I❡❧✐●❘■❋❋ ✐% Λ = 182✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐0❤ 0❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧
♣*❡❞✐❝0✐♦♥ ♦❢ ❬✸✼❪ ❛♥❞ 0❤❡ ❛%%♦*0❡❞ ❝♦**❡❧❛0✐♦♥% ❝♦♥%✐❞❡*❡❞ 0❤❡*❡✐♥✳
✸ ❘❡#✉❧&#
✸✳✶ ❆$$❡$$♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❛❝❝✉/❛❝② ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ $♦❧✉(✐♦♥ ❢♦/ (❤❡ ❝❛$❡ ♦❢ ❛
/❛♥❞♦♠ ❛//❛② ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡/$
I*✐♦* 0♦ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ 0❤❡ ✢♦✇ 0❤*♦✉❣❤ ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡*%✱ ✇❡ ✜*%0 ❛%%❡%%
0❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣✉0❡❞ %♦❧✉0✐♦♥ ✐♥ %✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉*❛0✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ ✇❡
0❤♦*♦✉❣❤❧② %0✉❞✐❡❞ ✐0 ✐♥ 0❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ %♣❤❡*❡%✱ 0❤❡*❡ ✐% ♥♦ ❝❡*0❛✐♥0② 0❤❛0 0❤❡ *✉❧❡
✐♥ 0❡*♠% ♦❢ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♣♦✐♥0% ♣❡* ❞✐❛♠❡0❡* ❞❡*✐✈❡❞ ❢♦* %♣❤❡*❡% ✐% %0✐❧❧ ✈❛❧✐❞
❢♦* ❝②❧✐♥❞❡*%✳ ■♥ ❢❛❝0✱ ❝②❧✐♥❞❡*% ❡①❤✐❜✐0 %❤❛*♣ ❡❞❣❡% ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ 0❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐%
0♦✉❣❤❡* 0♦ ❝❛♣0✉*❡ ✐♥ ❛ ♣*♦♣❡* ✇❛②✳ ❋♦* 0❤❡ %❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛*✐0②✱ ❧❡0 ✉% ✐♥0*♦❞✉❝❡
0❤❡ ❤❡✐❣❤0 H∗ 0♦ ❞✐❛♠❡0❡* d∗ *❛0✐♦ ar = H
∗/d∗ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡*✳
❚❤✉%✱ ✇❡ ✜*%0 ❝♦♥%✐❞❡* ❛ %♠❛❧❧ ❜❡❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ✷✵ ♠♦♥♦✲❞✐%♣❡*%❡ ❝②❧✐♥❞❡*% ✇✐0❤
ar = 1.875 ✭❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧❧② H
∗ = 3mm ❛♥❞ d∗ = 1.6mm✮ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ✇✐0❤ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐0✐♦♥% ✭%❡❡ ❋✐❣✳ ✻✭❛✮✮✿
• ♣❡*✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐0✐♦♥% ✐♥ 0❤❡ 0*❛♥%✈❡*%❡ ✭❤♦*✐③♦♥0❛❧✮ ❞✐*❡❝0✐♦♥% 0♦ 0❤❡
♠❛✐♥ ✢♦✇✱
• ❛ ✉♥✐❢♦*♠ ✐♥❧❡0 ✭✉♣✇❛*❞ ♦*✐❡♥0❡❞✮ ✈❡❧♦❝✐0② ❛0 0❤❡ ❜♦00♦♠ ✇❛❧❧✱
• ❢*❡❡ ♦✉0✢♦✇ ❛0 0❤❡ 0♦♣ ✇❛❧❧ ✭*❡❢❡*❡♥❝❡ ♣*❡%%✉*❡ %❡0 0♦ 0 ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉%
◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐0✐♦♥% ❢♦* ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐0② ❝♦♠♣♦♥❡♥0%✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❛*❡ 11.25d∗ × 3.75d∗ × 3.75d∗ ✭❞✐♠❡♥✲
%✐♦♥❛❧❧② 18mm×6mm×6mm✮ ❛♥❞ 0❤❡ ❜♦00♦♠ ♦❢ 0❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ✐% ❧♦❝❛0❡❞ ❛0
2.5d∗ ✭❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧❧② 4mm✮ ❢*♦♠ 0❤❡ ✐♥❧❡0 ❜♦00♦♠ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ❜❡❞ ♦❢ ✷✵ ❝②❧✐♥❞❡*%
✐% 0❤❡ *❡%✉❧0 ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣*❛♥✉❧❛* %✐♠✉❧❛0✐♦♥ %✐♠✐❧❛* 0♦ 0❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
❙❡❝(✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛0❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ ✐% 0.6✳ ■♥ ❛❧❧ %✐♠✉❧❛0✐♦♥%✱ 0❤❡ ♣❛*0✐❝✉✲
❧❛0❡ ❘❡②♥♦❧❞% ♥✉♠❜❡* Re ✐% %❡0 0♦ ✵✳✹✸✳ ❆% ❢♦* %♣❤❡*❡% ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✷✳✸✱ ❞✐✛❡*❡♥0
✶✶
❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥) ✇✐%❤ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)✐♥❣ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣♦✐♥%) ♣❡, ❝②❧✐♥❞❡, ❞✐❛♠❡%❡, Np ✿
24, 32, 40, 48, 56, 64, 72✱ ❛,❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛)% ❝❛)❡ Np = 72 ❝♦,,❡)♣♦♥❞) %♦ ❛
❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ 270× 270× 810 ≃ 60 ♠✐❧❧✐♦♥) ♦❢ ❝❡❧❧) ❛♥❞
,✉♥ ♦♥ ✶✷✽ ❝♦,❡) ♦❢ ❛ )✉♣❡,❝♦♠♣✉%❡,✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛% %❤❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡
♦❢ %❤❡ ❢,✐❝%✐♦♥ ❝♦❡✣❝❡♥% Λ ❛) ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ Np✳ ❖❜%❛✐♥❡❞ ,❡)✉❧%) ❛,❡ ♣❧♦%%❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✭❜✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤% ❛ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ✐♥ N−1.15p ✱ ✐✳❡✳✱ )❧✐❣❤%❧② ❜❡%%❡, %❤❛♥
❧✐♥❡❛,✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ,❛%❡ ❢♦, ❝②❧✐♥❞❡,) ✐) ❧❡)) %❤❛♥ %❤❡ ♦♥❡ ❢♦, )♣❤❡,❡)✱ ❛)
❡①♣❡❝%❡❞✱ )✐♥❝❡ %❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✐) ❣❡♦♠❡%,✐❝❛❧❧② )%✐✛❡,✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ✐)
❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆❧)♦✱ ❋✐❣✳ ✻✭❜✮ ,❡✈❡❛❧) %❤❛% ❛ ❧❛,❣❡, ♥✉♠❜❡, Np ✐) ,❡F✉✐,❡❞ ❢♦, ❝②❧✐♥✲
❞❡,) %❤❛♥ ❢♦, )♣❤❡,❡) ❢♦, ❛♥ ❡F✉✐✈❛❧❡♥% ❛❝❝✉,❛❝②✳ ❚❤❡ ♦✉%❝♦♠❡ ✐) ❝❧❡❛,✿ ♥♦% ♦♥❧②
%❤❡ )♦❧✉%✐♦♥ ❝♦♥✈❡,❣❡) )❧♦✇❡, ❢♦, ❝②❧✐♥❞❡,) %❤❛♥ )♣❤❡,❡) ❜✉% %❤❡ ♠❛❣♥✐%✉❞❡ ♦❢
%❤❡ ❡,,♦, ✐) ❧❛,❣❡, ❢♦, %❤❡ )❛♠❡ Np✳ ❈♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ✢♦✇ %❤,♦✉❣❤ ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞
♦❢ ❝②❧✐♥❞❡,) ,❡F✉✐,❡) ❛♥ ❛♣♣,♦①✐♠❛%❡❧② ✺✵✪ ✜♥❡, ♠❡)❤ %❤❛♥ ❢♦, ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞
♦❢ )♣❤❡,❡) ❢♦, ❛♥ ❡F✉✐✈❛❧❡♥% ❛❝❝✉,❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ %,❛♥)❧❛%❡) ✐♥%♦ 1.53 ≃ 4✲❢♦❧❞ ♠♦,❡
❝❡❧❧)✱ ✐✳❡✳✱ ❛ 4 ❢♦❧❞) ❧❛,❣❡, ❝♦♠♣✉%✐♥❣ ❝♦)%✳ ❋,♦♠ Np = 40✱ %❤❡ ❡,,♦, ✐) ❧❡)) %❤❛♥
4✪ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ )❡F✉❡❧ ❛❧❧ ♣,❡)❡♥%❡❞ ,❡)✉❧%) ❛,❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ ❛ Np = 40 ♠❡)❤✳
✸✳✷ ❊✛❡❝' ♦❢ *✐③❡ ❞✐*'.✐❜✉'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ♣.❡**✉.❡ ❞.♦♣ '❤.♦✉❣❤ ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲
❞✐*♣❡.*❡ ❝②❧✐♥❞❡.*
❖✉, ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐) %♦ ❡①❛♠✐♥❡ %❤❡ ✢♦✇ %❤,♦✉❣❤ ❛ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐)♣❡,)❡
❝②❧✐♥❞❡,)✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉,❛%✐♦♥ ✐) )✐♠✐❧❛, %♦ %❤❡ ♦♥❡ ❛❞♦♣%❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✶ ❜✉%
%❤❡ ❜❡❞ ❤❡✐❣❤% ✐) ❧❛,❣❡,✳ ■♥ ❢❛❝%✱ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤% ✐) ✜①❡❞ %♦
48mm ✇✐%❤ ❡♥%,② ❛♥❞ ❡①✐% ❧❡♥❣%❤) ♦❢ 4mm✱ %❤✉) %❤❡ ❜❡❞ ✐%)❡❧❢ ✐) ❛♣♣,♦①✐♠❛%❡❧②
40mm ❤✐❣❤ ✐♥ ❛❧❧ %❤❡ ❝❛)❡)✳ ❲❡ ❝♦♥)✐❞❡, %❤,❡❡ ❝❧❛))❡) ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡,) ♦❢ ❞✐❛♠❡%❡,
1.6mm ❛♥❞ ✐♥❝,❡❛)✐♥❣ ❧❡♥❣%❤ 2mm✱ 3mm ❛♥❞ 4mm✱ ❝❛❧❧❡❞ ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹
,❡)♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚✇♦ ♣♦❧②✲❞✐)♣❡,)❡ ❞✐)%,✐❜✉%✐♦♥) ❝❡♥%❡,❡❞ ♦♥ ▲✸ ❛,❡ )❡❧❡❝%❡❞✿ ▲✷✸✹✲
✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ▲✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵ %❤❛% ❝♦♠♣,✐)❡ ✷✺✪ ♦❢ ▲✷✱ ✺✵✪ ♦❢ ▲✸ ❛♥❞ ✷✺✪
♦❢ ▲✹✱ ❛♥❞ ✹✵✪ ♦❢ ▲✷✱ ✷✵✪ ♦❢ ▲✸ ❛♥❞ ✹✵✪ ♦❢ ▲✹✱ ,❡)♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❋♦, ❝♦♠♣❛,✐)♦♥
♣✉,♣♦)❡)✱ ✇❡ ♣❡,❢♦,♠ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ )✐♠✉❧❛%✐♦♥) ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉,❛%✐♦♥)
• ♠♦♥♦✲❞✐)♣❡,)❡ ❜❡❞) ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡,) ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹✱
• ♠♦♥♦✲❞✐)♣❡,)❡ ❜❡❞) ♦❢ )♣❤❡,❡) ♦❢ ❡F✉✐✈❛❧❡♥% ❞✐❛♠❡%❡, %♦ ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹
✭❡F✉✐✈❛❧❡♥% ❞✐❛♠❡%❡, ♠❡❛♥✐♥❣ ❤❡,❡ %❤❛% )♣❤❡,❡) ❤❛✈❡ %❤❡ )❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛)
❝♦,,❡)♣♦♥❞✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡,)✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✷✱ ❙✸ ❛♥❞ ❙✹ ,❡)♣❡❝%✐✈❡❧②✱
• ♣♦❧②✲❞✐)♣❡,)❡ ❜❡❞) ♦❢ )♣❤❡,❡) ❙✷✱ ❙✸ ❛♥❞ ❙✹ ✇✐%❤ )✐♠✐❧❛, ❞✐)%,✐❜✉%✐♦♥✳
❋♦, ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉,❛%✐♦♥✱ ✇❡ ,✉♥ %❤,❡❡ )✐♠✉❧❛%✐♦♥) ✇✐%❤ ✈❛,②✐♥❣ ♠✐❝,♦)%,✉❝✲
%✉,❡✳ ❚♦ ❞♦ )♦✱ %❤❡ ❜❡❞ ♦❢ ♣❡❧❧❡%) ✐) ❝,❡❛%❡❞ ❜② ,❛♥❞♦♠❧② )❡❡❞✐♥❣ %❤❡♠ ❛% %❤❡
%♦♣ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❧❡%%✐♥❣ %❤❡♠ )❡%%❧❡ ✉♥❞❡, ❣,❛✈✐%② ❛♥❞ ❝♦♥%❛❝% ✉♥%✐❧ ❛
♠♦%✐♦♥❧❡)) ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ ✐) ♦❜%❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡)❡ ❣,❛♥✉❧❛, ❞②♥❛♠✐❝) )✐♠✉❧❛%✐♦♥) ❛,❡
♣❡,❢♦,♠❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ )♦❢%✲)♣❤❡,❡ ❉❊▼ ❝♦❞❡ ●,❛✐♥)✸❉ ❬✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛❧)♦ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ❛) %❤❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❛❧❣♦,✐%❤♠ ✐♥ ❢,❡❡❧② ♠♦✈✐♥❣ ♣❛,%✐❝❧❡) )✐♠✉❧❛%✐♦♥) ❬✶✱✷✺❪✳
✶✷
❚❤✐# ❡♥❛❜❧❡# ✉# *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ♣2❡##✉2❡ ❞2♦♣
❬✷❪ ❛# ✇❡❧❧ ❛# *♦ ❡#*✐♠❛*❡ *❤❡ ✈❛2✐❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ✢♦✇ ❛##♦❝✐❛*❡❞ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧
♠✐❝2♦#*2✉❝*✉2❡ ♦❢ *❤❡ ❜❡❞ ♦❢ ♣❡❧❧❡*#✳
❋✐❣✳ ✼ ✐❧❧✉#*2❛*❡# *❤❡ ♠✐❝2♦#*2✉❝*✉2❡ ♦❢ *❤❡ ♠♦♥♦✲❞✐#♣❡2#❡ ❛♥❞ ♣♦❧②✲❞✐#♣❡2#❡
❜❡❞# ♦❢ ❝②❧✐♥❞2✐❝❛❧ ♣❡❧❧❡*#✳ ■♥ ♦✉2 #✐♠✉❧❛*✐♦♥#✱ *❤❡ ❜❡❞ ❤❡✐❣❤* *♦ ♣❡❧❧❡* ❧❡♥❣*❤
2❛*✐♦ ✈❛2✐❡# ❢2♦♠ 10 *♦ 20✳ ❚❤✐# ✐# 2❛*❤❡2 #♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥❧❡* ❛♥❞ ♦✉*❧❡* ❧❡♥❣*❤
❡✛❡❝*# ❛2❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ *❤❡ ♣2❡##✉2❡ ❞2♦♣ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥✳ ❇❡#✐❞❡#✱ ✐* ✐# 2❛*❤❡2
❤❛2❞ *♦ ❞❡*❡2♠✐♥❡ ✐♥ ❛ 2❡❧✐❛❜❧❡ ✇❛② *❤❡ ❛❝*✉❛❧ ❤❡✐❣❤* ♦❢ *❤❡ ❜❡❞ ✭#❡❡ *❤❡ ❢2❡❡
#✉2❢❛❝❡ ♦❢ ♣❛2*✐❝❧❡# ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ *❤❡ ❝♦22❡#♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦2♦#✐*②✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡✱
*❤❡ ♠❡*❤♦❞ ❛❞♦♣*❡❞ *♦ ❡①*2❛❝* *❤❡ ♣2❡##✉2❡ ❞2♦♣ ❛❝❝2♦## *❤❡ ❜❡❞ ❢2♦♠ ♦✉2
#✐♠✉❧❛*✐♦♥ 2❡#✉❧*# ✐# *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡2 ❛ #✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥ *❤❡ ✈❡2*✐❝❛❧
❞✐2❡❝*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ❝♦2❡ ♦❢ *❤❡ ❜❡❞ *❤❛* ❝♦22❡#♣♦♥❞# *♦ ❞✐#❝❛2❞✐♥❣ ❛♣♣2♦①✐♠❛*❡❧②
♦♥❡ ♣❡❧❧❡* ❧❡♥❣*❤ ❜♦*❤ ❛* *❤❡ ❡♥*2② ❛♥❞ ❡①✐* ♦❢ *❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦2♦#✐*② ✐♥
*❤✐# #✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ✐# ♥✉♠❡2✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉*❡❞ ✉#✐♥❣ *❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡#❤ ❛♥❞ #✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣
❝❡❧❧# *❤❛* ❛2❡ #❧✐❝❡❞ ❜② ❛ ♣❡❧❧❡* ❜♦✉♥❞❛2② ✐♥*♦ #✉❜✲❝❡❧❧#✳ ❋2♦♠ 4 #✉❜✲❞✐✈✐#✐♦♥#✱
✇❡ ✈❡2✐✜❡❞ ♦♥ ❦♥♦✇♥ #♦❧✉*✐♦♥#✱ ❡✳❣✳✱ ❛ #✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡2 ✐♥ ❛ ❜♦①✱ *❤❛* *❤✐# ♠❡*❤♦❞
♣2♦✈✐❞❡# ♣♦2♦#✐*② ❡#*✐♠❛*❡# ✇✐*❤ ❧❡## *❤❛♥ 0.1✪ ❡22♦2✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❞❡❡♠❡❞ *♦ ❜❡
✈❡2② #❛*✐#❢❛❝*♦2②✳
■♥ ❛❧❧ #✐♠✉❧❛*✐♦♥#✱ ✐♥❧❡* ✈❡❧♦❝✐*② U∗ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✈✐#❝♦#✐*② η∗ ❛2❡ ❛❞❥✉#*❡❞ #✉❝❤ *❤❛*
*❤❡ ❝♦22❡#♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛2*✐❝✉❧❛*❡ ❘❡②♥♦❧❞# ♥✉♠❜❡2 ✐# ❛♣♣2♦①✐♠❛*❡❧② Re ≃ 0.4✳
❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ #✐♠✉❧❛*✐♦♥# ❛2❡ ♣❡2❢♦2♠❡❞ ✐♥ *❤❡ ❙*♦❦❡# ✭✈✐#❝♦✉#✮ 2❡❣✐♠❡✳ ❯#✐♥❣
Np = 40 ❧❡❛❞# *♦ ❛ ♠❡#❤ *❤❛* ❝♦♠♣2✐#❡# 150 × 150 × 1200 = 27 ♠✐❧❧✐♦♥# ♦❢
❝❡❧❧#✳ ❏♦❜# ❛2❡ 2✉♥ ♦♥ ✻✹ ❝♦2❡# ♦♥ ❛ #✉♣❡2❝♦♠♣✉*❡2✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❧❡## *✐♠❡
#*❡♣ ✐# #❡* *♦ 0.005✳ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥# ❛2❡ 2✉♥ ✉#✐♥❣ ❛ *2❛♥#✐❡♥* ❛❧❣♦2✐*❤♠ ❢2♦♠ ❛
Q✉✐❡#❝❡♥* ✐♥✐*✐❛❧ #*❛*❡ ✉♥*✐❧ ❛ #*❡❛❞② #*❛*❡ ✐# 2❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ❝♦♠♣✉*✐♥❣
*✐♠❡ ✐# ❛2♦✉♥❞ 3 ❞❛②#✳
✸✳✷✳✶ ❊%❣✉♥✬* ❝♦%%❡❧❛0✐♦♥ ✐♥ ❙0♦❦❡* %❡❣✐♠❡* ❢♦% ♠♦♥♦✲❞✐*♣❡%*❡ ♣❡❧❧❡0*
❚❤❡ ♠♦#* ❝❧❛##✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ 2❡❧❛*✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ *❤❡ ♣2❡##✉2❡ ❞2♦♣ ♦✈❡2
❛ ❜❡❞ ❛# ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥❧❡* ✈❡❧♦❝✐*② U∗✱ ❧♦❝❛❧ ♣♦2♦#✐*② ǫ✱ ♣❛2*✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡*❡2












A ❛♥❞ B ❛2❡ *✇♦ ❝♦♥#*❛♥*# ❞❡*❡2♠✐♥❡❞ ❢2♦♠ ❛♥ ❡①♣❡2✐♠❡♥*❛❧ ❞❛*❛ ✜**✐♥❣
♣2♦❝❡❞✉2❡✳ ❊2❣✉♥ #✉❣❣❡#*❡❞ 150 ❛♥❞ 1.75 2❡#♣❡❝*✐✈❡❧② ❢♦2 ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲
❞✐#♣❡2#❡ #♣❤❡2❡#✳ ■♥ ❙*♦❦❡# ✭✈✐#❝♦✉#✮ 2❡❣✐♠❡# ✭Re < 1✮✱ *❤❡ ❧❛**❡2 *❡2♠ ✐♥ *❤❡
2✐❣❤*✲❤❛♥❞✲#✐❞❡ ♦❢ ✭✶✺✮✱ ✐✳❡✳ *❤❡ ✐♥❡2*✐❛❧ ❝♦♥*2✐❜✉*✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞2♦♣♣❡❞✳ ❇❡#✐❞❡#✱
✐* ✐# ❣❡♥❡2❛❧❧② ❛❞♠✐**❡❞ ✭#❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✸✾❪ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦*❤❡2#✮ *❤❛* ✭✶✺✮ ✉♥❞❡2✲
♣2❡❞✐❝*# *❤❡ ♣2❡##✉2❡ ❞2♦♣ ✐♥ ❙*♦❦❡# 2❡❣✐♠❡# ❛♥❞ ❈❛2♠❛♥ ❬✹✵❪ #✉❣❣❡#*❡❞ A =
180 ❛# ❛ ❜❡**❡2 ♠❛*❝❤✳ ■♥ *❤❡ ♣2❡#❡♥* ✇♦2❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ *❤❡ ✈✐#❝♦✉# 2❡❣✐♠❡








❛&❡ ♣❧♦**❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ❛% ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦&♦%✐*② ǫ ❢♦&
*❤❡ ✾ 4❡❧✐●❘■❋❋ %✐♠✉❧❛*✐♦♥% ✭✸ ❞✐✛❡&❡♥* ♠✐❝&♦%*&✉❝*✉&❡% ❢♦& ❡❛❝❤ Si✱ i ∈<
2, 4 >✮ *♦❣❡*❤❡& ✇✐*❤ ❊&❣✉♥✬% ❛♥❞ ❈❛&♠❛♥✬% ❝♦&&❡❧❛*✐♦♥%✳ ❋♦& ❡❛❝❤ %♣❤❡&✐❝❛❧
♣❛&*✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡*❡& Si✱ ❜♦*❤ *❤❡ ✸ ✈❛❧✉❡% &❡❧❛*❡❞ *♦ ❞✐✛❡&❡♥* ♠✐❝&♦%*&✉❝*✉&❡
❛♥❞ *❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦&♦%✐*② ✲ ♠❡❛♥ Γ ❛&❡ %❤♦✇♥✳ ❖✈❡&❛❧❧✱ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡% ❡①❤✐❜✐*
❛ ♠✉❝❤ ❜❡**❡& ❛❣&❡❡♠❡♥* ✇✐*❤ ❈❛&♠❛♥✬% ❝♦&&❡❧❛*✐♦♥ *❤❛♥ ✇✐*❤ ❊&❣✉♥✬%✱ ❛%
❡①♣❡❝*❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐%❝♦✉% &❡❣✐♠❡✳ ■♥*❡&❡%*✐♥❣❧②✱ ✐♥ *❤❡ %♠❛❧❧ %②%*❡♠ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡&❡❞
✭❡%♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ *❤❡ ❞✐&❡❝*✐♦♥ *&❛♥%✈❡&%❡ *♦ *❤❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ %♣❛♥% ❛ ❢❡✇ ♣❛&*✐❝❧❡
❞✐❛♠❡*❡&% ♦♥❧②✮✱ *❤❡ ✈❛&✐❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ♠✐❝&♦%*&✉❝*✉&❡ ✐% &❛*❤❡& ♥♦*✐❝❡❛❜❧❡ ❛♥❞
✐*% ✐♠♣❛❝* ♦♥ *❤❡ ♣&❡%%✉&❡ ❞&♦♣ %✐❣♥✐✜❝❛♥* ✐♥ &❡❧❛*✐♦♥ *♦ *❤❡ ǫ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ *❤❡ ❊&❣✉♥✬% &❡❧❛*✐♦♥✳ ■♥ ♦*❤❡& ✇♦&❞%✱ %♠❛❧❧ ✈❛&✐❛*✐♦♥% ♦❢ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦&♦%✐*②
♦❢ *❤❡ ❜❡❞ ❧❡❛❞ *♦ ❧❛&❣❡ ✈❛&✐❛*✐♦♥% ♦❢ *❤❡ ♣&❡%%✉&❡ ❞&♦♣ ✐♥ ❛ ❧♦♦%❡❧② ♣❛❝❦❡❞
❜❡❞✳ ❋✐❣✳ ✽ ✐♥❞✐❝❛*❡% *❤❛* ❢♦& *❤❡ %❛♠❡ %②%*❡♠✱ &❡❧❛*✐✈❡ ✈❛&✐❛*✐♦♥% ♦❢ ǫ ❛&♦✉♥❞
✐*% ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✉♣ *♦ 1.5✪ &❡%✉❧*% ✐♥ ❛❧♠♦%* 10✪ %✐♠✐❧❛& &❡❧❛*✐✈❡ ✈❛&✐❛*✐♦♥%
❢♦& *❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❧❡%% ♣&❡%%✉&❡ ❞&♦♣ Γ✳ ❚❤✐% &❡♠❛&❦❛❜❧② ❡♠♣❤❛%✐③❡% *❤❡ ❧♦❝❛❧
♠✐❝&♦%*&✉❝*✉&❡ ❡✛❡❝*% ✐♥ %♠❛❧❧ %❝❛❧❡ ❜❡❞ ♦❢ ♣❛&*✐❝❧❡%✱ ❡✈❡♥ ❢♦& %♣❤❡&✐❝❛❧ ❛♥❞
♠♦♥♦✲❞✐%♣❡&%❡ %❤❛♣❡%✳ ❇❛%❡❞ ♦♥ ❛✈❡&❛❣❡ ✈❛❧✉❡%✱ *❤❡ ❢✉❧❧②✲&❡%♦❧✈❡❞ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥%
♦❢ 4❡❧✐●❘■❋❋ ♦❢ *❤❡ ♣&❡%%✉&❡ ❞&♦♣ *❤&♦✉❣❤ *❤❡ ❜❡❞ ❛&❡ 3✪ ❧❡%% *❤❛♥ ❈❛&♠❛♥✬%
❝♦&&❡❧❛*✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜&♠% *❤❛* ❈❛&♠❛♥✬% ❝♦&&❡❧❛*✐♦♥ %✉♣♣❧✐❡% ❛ &❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞
&❡❛%♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❡%*✐♠❛*❡ ♦❢ *❤❡ ♣&❡%%✉&❡ ❞&♦♣ ✐♥ *❤❡ ✈✐%❝♦✉% &❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡
❝♦♥✈❡&%❡❧② ✇❡ ❝♦♥✜&♠ *❤❛* ❊&❣✉♥✬% ♠❛&❦❡❞❧② ✉♥❞❡&✲♣&❡❞✐❝*% ✐*✱ ❛% ❛❧&❡❛❞②
%✉❣❣❡%*❡❞ ✐♥ *❤❡ ❧✐*❡&❛*✉&❡ ❬✷✶✱✸✾❪✳ ❋✐**✐♥❣ ♦✉& &❡%✉❧*% ♣&♦✈✐❞❡ A ≃ 175✳
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥%✐❞❡& ❜❡❞% ♦❢ ♠♦♥♦✲❞✐%♣❡&%❡ ❝②❧✐♥❞❡&% ✇✐*❤ ❝♦♥%*❛♥* ❞✐❛♠❡*❡& ❛♥❞
✸ ❞✐✛❡&❡♥* ❧❡♥❣*❤% ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹✳ 4&❡✈✐♦✉% ✇♦&❦% ✐♥ *❤❡ ❧✐*❡&❛*✉&❡ ❬✹✶✱✸✾❪ ❛❞✲
✈♦❝❛*❡❞ *♦ ♠♦❞✐❢② *❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❊&❣✉♥✬% ❝♦&&❡❧❛*✐♦♥ ❢♦& ♥♦♥✲%♣❤❡&✐❝❛❧ ♣❛&*✐❝❧❡%
❜② ✐♥*&♦❞✉❝✐♥❣ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ♣❛&❛♠❡*❡&%✿












p ❞❡♥♦*❡ *❤❡ %✉&❢❛❝❡ ❛&❡❛ ♦❢ *❤❡ ❡X✉✐✈❛❧❡♥* ✈♦❧✉♠❡
%♣❤❡&❡✱ *❤❡ %✉&❢❛❝❡ ❛&❡❛ ♦❢ *❤❡ ♣❛&*✐❝❧❡ ❛♥❞ *❤❡ ♣❛&*✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ &❡%♣❡❝*✐✈❡❧②✳










• ❛ ϕp✲❞❡♣❡♥❞❡♥* ❊&❣✉♥ ❝♦♥%*❛♥* A(ϕp)
✶✹
















❜❛1❡❞ ♦♥ ❛ ✜**✐♥❣ ♣0♦❝❡❞✉0❡ ♦♥ ❛ 0❛*❤❡0 ❧✐♠✐*❡❞ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❡①♣❡0✐♠❡♥*❛❧ ❞❛*❛
✐♥ ❛ ❧❛♠✐♥❛0✲✐♥❡0*✐❛❧ 0❡❣✐♠❡ 1 < Re < 1000✳ ■* ✐1 ❛❧1♦ ✇♦0*❤ ♦❜1❡0✈✐♥❣ *❤❛*
*❤♦✉❣❤ 0❡❛1♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞✱ ✭✷✵✮ ✐1 ✉♣ *♦ 10✪ ♦✛ ❢0♦♠ *❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥*❛❧ ❞❛*❛ ❢♦0
❝❡0*❛✐♥ ❝②❧✐♥❞❡0 ❛1♣❡❝* 0❛*✐♦ ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✷✭❛✮ ✐♥ ❬✸✾❪✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✾✭❛✮ ❛0❡ ♣❧♦**❡❞
*❤❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥❧❡11 ♣0❡11✉0❡ ❞0♦♣ ❝♦♠♣✉*❡❞ ❜② H❡❧✐●❘■❋❋ ❢♦0 *❤❡ *❤0❡❡ ❝❧❛11❡1
♦❢ ❝②❧✐♥❞❡01 ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹ *♦❣❡*❤❡0 ✇✐*❤ *❤❡ ❊0❣✉♥✬1 ❝♦00❡❧❛*✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞
❢♦0 ❝②❧✐♥❞❡01 1✉❣❣❡1*❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✳ ❆ ❣❡♥❡0❛❧❧② 1❛*✐1❢❛❝*♦0② ❛❣0❡❡♠❡♥* ✐1 ♦❜*❛✐♥❡❞
✇✐*❤ *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ♦0❞❡0 ♦❢ 6✪ ❢♦0 *❤❡ ❤✐❣❤❡1* ❛1♣❡❝*
0❛*✐♦ ar = 2.5✱ ❛1 ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳ ❲❡ ❛❧1♦ *0✐❡❞ *♦ ✜* ♦✉0 0❡1✉❧*1 ✐♥ *❡0♠1
♦❢ ✈❛0✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥1*❛♥* A ✇✐*❤ *❤❡ 1♣❤❡0✐❝✐*② ϕp✳ ■♥ *❤❡ ✈✐1❝♦✉1 0❡❣✐♠❡✱
♦✉0 0❡1✉❧*1 1✉❣❣❡1* ❛ 5/4 ♣♦✇❡0 ❧❛✇ ✈❛0✐❛*✐♦♥ 0❛*❤❡0 *❤❛♥ ❛ 3/2 ♦♥❡✱ ❜✉* *❤✐1
1❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡0❡❞ ✇✐*❤ ❝❛0❡ ❛1 ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ 1✐♠✉❧❛*✐♦♥1 ✇♦✉❧❞ ❜❡ 1✉✐*❡❞ *♦
❝♦♥✜0♠ *❤✐1 0❡1✉❧*✳
❆1 ❢♦0 1♣❤❡0❡1✱ ✇❡ ♦❜1❡0✈❡ 0❡❧❛*✐✈❡ ❞❡✈✐❛*✐♦♥1 ❛0♦✉♥❞ *❤❡ ♠❡❛♥ ♣0❡11✉0❡ ❞0♦♣
✈❛❧✉❡ ✉♣ *♦ 10✪ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❞✐✛❡0❡♥* ❧♦❝❛❧ ♠✐❝0♦1*0✉❝*✉0❡ 0❡1✉❧*✐♥❣ ❢0♦♠ *❤❡
✸ 0✉♥1 ❢♦0 ❡❛❝❤ ❝❧❛11 ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡0✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥✜0♠ ❡①♣❡0✐♠❡♥*❛❧ 0❡1✉❧*1
*❤❛* 0❡♣0♦❞✉❝✐❜✐❧✐*② ♦❢ ♣0❡11✉0❡ ❞0♦♣ ❡1*✐♠❛*❡ ✭♠❡❛1✉0❡♠❡♥* ✐♥ ❡①♣❡0✐♠❡♥*1
✈1 ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❡0✐❝❛❧ 1✐♠✉❧❛*✐♦♥✮ ✐1 ❤❛0❞ *♦ ❣✉❛0❛♥*❡❡✱ ♦0 1❛✐❞ ❞✐✛❡0❡♥*❧②
❝❛♥ ❧❡❛❞ ✉♣ *♦ 20✪ ✭✰✴✲10✪✮ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❧♦✇❡1* ❛♥❞ ❤✐❣❤❡1* ✈❛❧✉❡1✳
❍♦✇❡✈❡0✱ ✇❡ ❡①♣❡❝*❡❞ *❤❛* 0❡♣0♦❞✉❝✐❜✐❧✐*② ❢♦0 ❝②❧✐♥❞❡01 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥ ✇♦01❡
*❤❛♥ ❢♦0 1♣❤❡0❡1✱ ✐♥ 0❡❧❛*✐♦♥ *♦ *❤❡✐0 ❛❜✐❧✐*② *♦ ♦0✐❡♥*❛*❡ *❤❡♠1❡❧✈❡1 ✐♥ *❤❡ ❜❡❞
✇❤❡0❡❛1 *❤❡ ✐1♦*0♦♣② ♦❢ 1♣❤❡0❡1 ♣0❡✈❡♥*1 *❤❡♠ ❢0♦♠ ❛✛❡❝*✐♥❣ *♦♦ ♠✉❝❤ *❤❡
♣♦0♦1✐*② ❛♥❞ ♠✐❝0♦1*0✉❝*✉0❡ ♦❢ *❤❡ ❜❡❞ ❬✸✾❪✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ *❤❛* ♦✉0 ❛♥❛❧②1✐1 ✐1
♣❛0*❧② ❜✐❛1❡❞ ❤❡0❡ ❜② *❤❡ 0❛*❤❡0 1♠❛❧❧ *0❛♥1✈❡01❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 ♦❢ ♦✉0 ❝♦♠♣✉*❛✲
*✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❢❛❝*✱ ❝♦♠♣✉*❡❞ 0❡1✉❧*1 ❛0❡ ♠❛0❦❡❞❧② ♠♦0❡ 1❝❛**❡0❡❞ ❛1 *❤❡
0❛*✐♦ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ 1♣❤❡0❡ ❞✐❛♠❡*❡0 ♦0 ❝②❧✐♥❞❡0 ❧❡♥❣*❤ *♦ *❤❡ ❞♦♠❛✐♥ *0❛♥1✈❡01❡
❧❡♥❣*❤ ❞❡❝0❡❛1❡1✱ ❛1 ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ❢♦0 ❙✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✾✭❛✮ ❢♦0 ▲✹ ✭❜❧✉❡
0❡1✉❧*1✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ *❤❡ ✐♠♣❛❝* ♦❢ *❤❡ ♣❛0*✐❝❧❡ 1❤❛♣❡ ♦♥ *❤❡ ❞✐♠❡♥✲
1✐♦♥❧❡11 ♣0❡11✉0❡ ❞0♦♣ Γ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✳ ❆1 ❡①♣❡❝*❡❞✱ *❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ 1♣❤❡0❡1
❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡01 ✐♥❝0❡❛1❡1 ✇✐*❤ *❤❡ ❝②❧✐♥❞❡0 ❛1♣❡❝* 0❛*✐♦ ar✳ ❋0♦♠ eΓ(L, S)✱ ✇❡
❣❡* *❤❡ *♦*❛❧ ❡✛❡❝* ♦❢ *❤❡ ♣❛0*✐❝❧❡ 1❤❛♣❡ ♦♥ Γ✱ ❛1 ❛ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ♣❛0*✐❝❧❡1
♦0✐❡♥*❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦0♦1✐*② ✐♥ *❤❡ ❜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ✐* ✐1 ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ *♦ *❤❡ ✉♥❞❡0✲
1*❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ *❤❡ ✢♦✇ *❤0♦✉❣❤ ❛ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞0✐❝❛❧ ♣❛0*✐❝❧❡1 ❞✐✛❡01 ❢0♦♠ *❤❡
♦♥❡ *❤0♦✉❣❤ ❛ ❜❡❞ ♦❢ 1♣❤❡0❡1 *♦ 1♦0* ♦✉* *❤❡ ❡✛❡❝* ♦❢ ♣♦0♦1✐*② ❢0♦♠ *❤❡ ❡✛❡❝*
♦❢ 1❤❛♣❡ ♦♥❧②✱ ❛* ❡Z✉✐✈❛❧❡♥* ♣♦0♦1✐*②✳ eΓ(L, S(ǫL)) 0❡♣0❡1❡♥*1 ❛ ♠❡❛1✉0❡ ♦❢ *❤❡
✶✺
❡✛❡❝# ♦❢ ♣❛(#✐❝❧❡ ♦(✐❡♥#❛#✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❛. ✐# ❝♦♠♣❛(❡. Γ ❢♦( ❡❛❝❤ ❝❧❛.. ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡(.
✇✐#❤ Γ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦( ❛ ❜❡❞ ♦❢ .♣❤❡(❡. ❛# #❤❡ .❛♠❡ ♣♦(♦.✐#② ǫ✱ ❡①#(❛♣♦❧❛#❡❞ ❢(♦♠
#❤❡ (❡.✉❧#. ❝♦♠♣✉#❡❞ ✇✐#❤ 6❡❧✐●❘■❋❋ ❢♦( .♣❤❡(❡.✳ ■♥#❡(❡.#✐♥❣❧②✱ ❢♦( ❛ ❧♦✇ ❛.✲
♣❡❝# (❛#✐♦ ar = 1.25✱ #❤❡ (❡.✉❧#✐♥❣ ♣♦(♦.✐#② ✐. #❤❡ ♠❛❥♦( ❢❛❝#♦( #❤❛# ❛✛❡❝#. Γ✱
✇❤✐❧❡ ❢(♦♠ ar = 1.875 #❤❡ ❡✛❡❝# ♦❢ .❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦(✐❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡(. ❛♥❞ #❤❡
(❡.✉❧#✐♥❣ ♣♦(♦.✐#② ❛❝#. ✐♥ ♦♣♣♦.✐#❡ ✇❛②. ❛♥❞ #❤❡ ❢♦(♠❡( ♣❛(#❧② ❝♦♠♣❡♥.❛#❡.
#❤❡ ❧❛##❡( ✭+10.7✪ ✈. −24.1✪✮✳ ■# ✐. ❧✐❦❡❧② #❤❛# ❢♦( ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡( ❛.♣❡❝# (❛#✐♦
ar✱ #❤❡ ❡✛❡❝# ♦❢ ♣❛(#✐❝❧❡ .❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦(✐❡♥#❛#✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣(❡✈❛✐❧✱ ❜✉# #❤✐. .❤♦✉❧❞ ❜❡
✈❡(✐✜❡❞ ✜(.#✳
✸✳✷✳✷ ❊①%❡♥(✐♦♥ %♦ ♣♦❧②✲❞✐(♣❡0(❡ ♣❡❧❧❡%(
❲❡ ♥♦✇ (❡♣♦(# ♦♥ #❤❡ (❡.✉❧#. ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢♦( ❜❡❞. ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐.♣❡(.❡ ♣❛(#✐❝❧❡.✳
■♥ ❬✷✱✷✼❪✱ #❤❡ ❛✉#❤♦(. .✉❣❣❡.# ❛ ❝♦((❡❝#✐♦♥ #♦ #❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ ❤②❞(♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦(❝❡
❡①❡(#❡❞ ❜② #❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛.. ♦❢ .♣❤❡(✐❝❛❧ ♣❛(#✐❝❧❡. ♦❢ ❞✐❛♠❡#❡( di ✐♥ ❛ ❜❡❞ ♦❢
♣♦❧②✲❞✐.♣❡(.❡ .♣❤❡(❡.✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷❪✱ #❤❡ (❡❧❛#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #♦#❛❧ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧
F ∗f−>s ❛♥❞ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❧❡.. F ❤②❞(♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦(❝❡ ❡①❡(#❡❞ ❜② #❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ ❛





❋(♦♠ ❛ .✐♠♣❧❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦(❝❡ ✐♥ #❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ∗ ❝♦♥#❛✐♥✐♥❣ N
♣❛(#✐❝❧❡. ✿ V ∗∆P
∗
L∗












■♥ ♦#❤❡( ✇♦(❞.✱ ❢(♦♠ ✭✶✸✮✱ F ✐. ♥♦#❤✐♥❣ ❡❧.❡ #❤❛♥ (1−φ)K✳ ❋♦( ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲
❞✐.♣❡(.❡ .♣❤❡(❡.✱ ❱❛♥ ❞❡( ❍♦❡❢ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦(❦❡(. ❬✷✱✷✼❪ .✉❣❣❡.#❡❞ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦((❡❧❛#✐♦♥ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜② ✜##✐♥❣ ❛ ❧❛(❣❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ▲❇▼ .✐♠✉❧❛#✐♦♥. ❢♦( #❤❡
❞✐♠❡♥.✐♦♥❧❡.. ❤②❞(♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦(❝❡ Fi ❛❝#✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❝❧❛.. ♦❢ .♣❤❡(❡. ♦❢ ❞✐❛♠❡#❡(
di✿
Fi(φ,Rei) = ((1− φ)yi + φy
2
i + 0.064(1− φ)y
3
i )F (φ,< Re >) ✭✷✸✮
✇❤❡(❡ F (φ,< Re >) ✐. #❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❧❡.. ❤②❞(♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦(❝❡ ❢♦( ❛ ❜❡❞ ♦❢
♠♦♥♦✲❞✐.♣❡(.❡ .♣❤❡(❡. ♦❢ ❞✐❛♠❡#❡( di ❛# #❤❡ .❛♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢(❛❝#✐♦♥ φ
❛♥❞ ❡S✉✐✈❛❧❡♥# ❘❡②♥♦❧❞. ♥✉♠❜❡( < Re >✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛(❡ ✐♥#❡(❡.#❡❞ ✐♥ #❤❡














✇❤❡(❡ c ❞❡♥♦#❡. #❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝❧❛..❡. ♦❢ .♣❤❡(❡.✳ ✭✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ #(❛♥.❧❛#❡❞ ✐♥
#❡(♠. ♦❢ ♣(❡..✉(❡ ❞(♦♣
∆P ∗
L∗
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ .#❛(#✐♥❣ ❢(♦♠ #❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦(❝❡ ✐♥
✶✻





















i /6 ❛♥❞  ❤❡























xi((1− φ)yi + φy
2
i + 0.064(1− φ)y
3







xi((1− φ)yi + φy
2
















(φ) ❝♦**❡0♣♦♥❞0  ♦  ❤❡ ♣*❡00✉*❡ ❞*♦♣  ❤*♦✉❣❤ ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲❞✐0♣❡*0❡








❢♦*  ❤❡  ✇♦ ❞✐✛❡*❡♥ ❜❡❞0 ❙✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ❙✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵








❡① *❛♣♦❧❛ ❡❞  ♦ φpoly ✭✉0✐♥❣ ✭✶✺✮ ✇✐ ❤ A = 175 ❛♥❞
B = 0✮ ❛♥❞ ✭✷✽✮✳ ❉✐0❝*❡♣❛♥❝✐❡0 ❛♠♦✉♥  ♦ −2.1✪ ❛♥❞ −0.3✪ *❡0♣❡❝ ✐✈❡❧②✱
✇❤✐❝❤ ✐0 ❞❡❡♠❡❞  ♦ ❜❡ ✈❡*② 0❛ ✐0❢❛❝ ♦*②✳ ■♥ ❢❛❝ ✱ ✇❡ ❣❡ ❛ ✈❡*② ❣♦♦❞ ❛❣*❡❡♠❡♥ 
✇✐ ❤  ❤❡ ✇♦*❦ ♦❢ ❬✷✱✷✼❪ ❛♥❞ ❝♦♥✜*♠  ❤❛  ❤❡✐* ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ✐0 *❡❧✐❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦*
❛ ✸✲❞✐0♣❡*0❡ ❜❡❞ ✭✐♥ ❬✷✱✷✼❪  ❤❡ ✈❛❧✐❞✐ ② ♦❢  ❤❡ ♣*♦♣♦0❡❞ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ✐0 ✈❡*✐✜❡❞
❢♦* ❜✐✲❞✐0♣❡*0❡ 0②0 ❡♠0 ♦♥❧②✮✳
■♥ ❚❛❜✳ ✹✱ ✇❡ ❣❛ ❤❡* ♦✉* ❝♦♠♣✉ ❡❞ *❡0✉❧ 0 ❢♦* ♣♦❧②✲❞✐0♣❡*0❡ ❝②❧✐♥❞❡*0✳ ❙✐♠✐✲
❧❛*❧②  ♦ ❜❡❞0 ♦❢ ♠♦♥♦✲❞✐0♣❡*0❡ ♣❡❧❧❡ 0✱ ♣♦❧②✲❞✐0♣❡*0❡ ❝②❧✐♥❞❡*0 ❡①❤✐❜✐ ❤✐❣❤❡*
♣*❡00✉*❡ ❞*♦♣0  ❤❛♥  ❤❡✐* 0♣❤❡*✐❝❛❧ ❝♦✉♥ ❡*♣❛* 0✳ ❚♦  ❤❡ ❜❡0 ♦❢ ♦✉* ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
 ❤❡*❡ ❞♦❡0 ♥♦ ❡①✐0 ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡*❛ ✉*❡ ❛♥② ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ❢♦*  ❤❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❧❡00 ❤②✲
❞*♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦*❝❡ ❛♥❞ ❡W✉✐✈❛❧❡♥ ❧② ❞✐♠❡♥0✐♦♥❧❡00 ♣*❡00✉*❡ ❞*♦♣ ❢♦* ❛ ❜❡❞ ♦❢
♣♦❧②✲❞✐0♣❡*0❡ ❝②❧✐♥❞❡*0✳ ❚❤✐0 ❞*♦✈❡ ✉0  ♦  ❡0  ❤❡ ✈❛❧✐❞✐ ② ♦❢  ❤❡ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ♦❢
❱❛♥ ❞❡* ❍♦❡❢ ❛♥❞ ❝♦✲❛✉ ❤♦*0 ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞  ♦ ❝②❧✐♥❞❡*0✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦*❡ 0♣❡❝✐✜❝✱




(φ) ✐0  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢  ❤❡ ♣*❡00✉*❡ ❞*♦♣ ❢♦*  ❤❡ ❝❧❛00 ♦❢
❝②❧✐♥❞❡* Li ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉* ❝♦❞❡ ❡① *❛♣♦❧❛ ❡❞  ♦ φpoly ❛♥❞ < d
∗ > ✭✉0✐♥❣ ✭✶✺✮











(φ) ❢♦" ❝②❧✐♥❞❡"* ▲✷✱ ▲✸ ❛♥❞ ▲✹ ❛"❡ 1❤❡ *❛♠❡ ❛* 1❤❡ ♦♥❡* ❢♦" 1❤❡ ❝♦""❡✲
*♣♦♥❞✐♥❣ ❡7✉✐✈❛❧❡♥1 ✈♦❧✉♠❡ *♣❤❡"❡* ❙✷✱ ❙✸ ❛♥❞ ❙✹✱ "❡*♣❡❝1✐✈❡❧②✳ ❙✉"♣"✐*✐♥❣❧②✱





❞♦❡* ♥♦1 ❛❝❝♦✉♥1 ❢♦" ❛♥② ♦"✐❡♥1❛1✐♦♥ ❡✛❡❝1 ♦" ♣❛"1✐❝❧❡ *♣❤❡"✐❝✐1② ϕp✮ ②✐❡❧❞*
"❡❛*♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❛❣"❡❡♠❡♥1 ✇✐1❤ ❧❡** 1❤❛♥ 4✪ ❞✐*❝"❡♣❛♥❝② ✐♥ ❜♦1❤ ❝❛*❡*✳
❋✐♥❛❧❧②✱ 1❤❡ ✈❛"✐❛❜✐❧✐1② ♦❢ 1❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❧❡** ♣"❡**✉"❡ ❞"♦♣ ❛**♦❝✐❛1❡❞ 1♦ 1❤❡
❞✐✛❡"❡♥1 ♠✐❝"♦*1"✉❝1✉"❡* ♦❢ 1❤❡ ❜❡❞ ✐♥ 1❤❡ 3 *✐♠✉❧❛1✐♦♥* ❢♦" ❡❛❝❤ ♣♦❧②✲❞✐*♣❡"*❡
❜❡❞* ❛"❡ ♦❢ 1❤❡ *❛♠❡ ♦"❞❡" ❛* ❢♦" ♠♦♥♦✲❞✐*♣❡"*❡ ❜❡❞*✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
+/ − 10✪ ❛"♦✉♥❞ 1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐* *1❛1❡♠❡♥1 ❤♦❧❞* ❜♦1❤ ❢♦" *♣❤❡"❡*
❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡"*✳ ❆♥❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ 1♦ ✉♥❞❡"❧✐♥❡ 1❤❛1 1❤✐* "❛1❤❡"
❝♦♥*1❛♥1 ✈❛"✐❛❜❛❧✐1② ✐♥ ♦✉" *✐♠✉❧❛1✐♦♥* ✐* ♣❛"1❧② ❜✐❛*❡❞ ❜② 1❤❡ *♠❛❧❧ 1"❛♥*✈❡"*❡
❞✐♠❡♥*✐♦♥* ♦❢ ♦✉" ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
✹ ❉✐#❝✉##✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡,#♣❡❝-✐✈❡#
❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❢✉❧❧②✲"❡*♦❧✈❡❞ *✐♠✉❧❛1✐♦♥* ♦❢ 1❤❡ ✢♦✇ 1❤"♦✉❣❤ ❛ ♣❛❝❦❡❞
❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦ ❛♥❞ ♣♦❧②✲❞✐*♣❡"*❡ ♣❡❧❧❡1* ✐♥ 1❤❡ ✈✐*❝♦✉* "❡❣✐♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥*✐❞❡"❡❞
❜♦1❤ *♣❤❡"❡* ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡"*✳ ❚❤❡ "❡*✉❧1* ♦♥ ❜❡❞* ♠❛❞❡ ♦❢ ♠♦♥♦✲ ❛♥❞ ♣♦❧②✲
❞✐*♣❡"*❡ ❝②❧✐♥❞❡"* ❛"❡✱ 1♦ 1❤❡ ❜❡*1 ♦❢ ♦✉" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ "❡*✉❧1*✳
❚❤❡ *❡1 ♦❢ ❝♦♠♣✉1❡❞ "❡*✉❧1* ❡♥❛❜❧❡❞ ✉* 1♦ ✐♥✈❡*1✐❣❛1❡ 1❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝1 ♦❢ 1❤❡
♠✐❝"♦*1"✉❝1✉"❡ ♦❢ 1❤❡ ❜❡❞ ♦♥ ✢♦✇ ❦✐♥❡♠❛1✐❝* ❛♥❞ ♣"❡**✉"❡ ❞"♦♣✳
❋"♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ *1❛♥❞♣♦✐♥1✱ ❢✉❧❧②✲"❡*♦❧✈❡❞ *✐♠✉❧❛1✐♦♥* ♦❢ 1❤✐* 1②♣❡ ♦❢
*②*1❡♠ ♣"♦✈✐❞❡ ✐♥*✐❣❤1 ✐♥1♦ 1❤❡ ❤❡❛"1 ♦❢ 1❤❡ ✢♦✇✱ ✇✐1❤ ❞❡1❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦"♠❛1✐♦♥
♦♥ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐1②✱ ❤②❞"♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦"❝❡* ❡①❡"1❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛"1✐❝❧❡*✱ ❛♥❞ *♦
♦♥✱ ❜✉1 ❛"❡ ❡①1"❡♠❡❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ 1❡"♠* ♦❢ ❝♦♠♣✉1✐♥❣ "❡*♦✉"❝❡*✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❤✐❣❤❧✐❣❤1❡❞ 1❤❛1 ❛❝❝✉"❛1❡ ❛♥❞ "❡❧✐❛❜❧❡ *♦❧✉1✐♦♥* ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛ ✜♥❡
❡♥♦✉❣❤ ♠❡*❤ ✐* ✉*❡❞ 1♦ ❞✐*❝"❡1✐③❡ 1❤❡ ♣❛"1✐❝❧❡*✳ ❋♦" ❝②❧✐♥❞❡"*✱ ✇❡ ❤❛✈❡ *❤♦✇♥
✇✐1❤ ❛♥ ❛❞❡7✉❛1❡ ♠❡*❤ ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②*✐* 1❤❛1 ❛1 ❧❡❛*1 40 ♣♦✐♥1* ♦" ❝❡❧❧*
❛"❡ ♥❡❝❡**❛"② ♦✈❡" 1❤❡ ❝②❧✐♥❞❡" ❞✐❛♠❡1❡" ❛1 ❛ ❤✐❣❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢"❛❝1✐♦♥ ❛* 1❤❡ ♦♥❡
❡♥❝♦✉♥1❡"❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♦*❡❧② ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞✳ ❚❤✐* ❧❡❛❞* 1♦ ♠❡*❤❡* ❣❡♥❡"❛❧❧② ❝♦♠♣"✐*✐♥❣
❛ ❢❡✇ 1❡♥* ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥* ♦❢ ❝❡❧❧*✱ ❛1 ❧❡❛*1✳ ❆♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ 1♦♦❧ 1❤❛1 *❝❛❧❡*
❞❡❝❡♥1❧② ♦♥ ❧❛"❣❡ *✉♣❡"❝♦♠♣✉1❡"* ♦♥ ✉♣ 1♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞"❡❞* ♦❢ ❝♦"❡* ✐* *✉✐1❛❜❧❡✳
❋"♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉*1"✐❛❧ *1❛♥❞♣♦✐♥1✱ ✇❡ ❝♦♥✜"♠ 1❤❛1 ♠✐❝"♦ "❡❛❝1♦"* ✭✇✐1❤ ❝❧❛**✐❝❛❧
"❡❛❝1♦" ❞✐❛♠❡1❡" *♣❛♥♥✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣❡❧❧❡1 ❞✐❛♠❡1❡"* ♦♥❧②✮ ❤❛✈❡ ❛ 1❡♥❞❡♥❝② 1♦ ❜❡
*✉❜❥❡❝1 1♦ ❤✐❣❤ ✈❛"✐❛❜✐❧✐1② ✐♥ 1❡"♠* ♦❢ ♣"❡**✉"❡ ❞"♦♣✱ ✉♣ 1♦ +/− 10✪ ❛"♦✉♥❞
1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉" *✐♠✉❧❛1✐♦♥*✱ ✈❛"✐❛❜✐❧✐1② ❞✐❞ ♥♦1 ❝❤❛♥❣❡ ♠✉❝❤ ❢"♦♠
*♣❤❡"❡* 1♦ ❝②❧✐♥❞❡"*✱ 1❤♦✉❣❤ ✐1 ✐* "❡♣♦"1❡❞ ✐♥ 1❤❡ ❧✐1❡"❛1✉"❡ ✭*❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✸✾❪✮
1❤❛1 ✐1 *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡" ❢♦" ❝②❧✐♥❞❡"* ✐♥ "❡❧❛1✐♦♥ 1♦ 1❤❡✐" ❛❜✐❧✐1② 1♦ ♦"✐❡♥1❛1❡
1❤❡♠*❡❧✈❡* ✐♥ 1❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤♦✉❣❤ 1❤✐* *1❛1❡♠❡♥1 ✐* ✐♥1✉✐1✐✈❡❧② ❝♦""❡❝1✱ ✇❡ ❞✐❞
♥♦1 ✜♥❞ ❛♥② *1"♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ *✉♣♣♦"1✐♥❣ ✐1 ✐♥ ♦✉" ❝♦♠♣✉1❡❞ "❡*✉❧1*✳ ❍♦✇❡✈❡"✱
✶✽
✇❡ ❡♠♣❤❛&✐③❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ -❤❛- -❤❡ ❧✐♠✐-❡❞ -0❛♥&✈❡0&❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ♦❢ ♦✉0 &②&-❡♠
♠❛② ❛✛❡❝- -❤✐& ♦❜&❡0✈❛-✐♦♥✳
❲❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ -❤❡ ❡✛❡❝- ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&✐-② ❜♦-❤ ❢♦0 &♣❤❡0❡& ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡0&✳ ❲❡
0❡♠✐♥❞ -❤❡ 0❡❛❞❡0 -❤❛- ✐♥ -❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡0&✱ -❤❡ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&✐-② ✐& ❝0❡❛-❡❞
✇✐-❤ ❝②❧✐♥❞❡0& ♦❢ ❝♦♥&-❛♥- ❞✐❛♠❡-❡0 ❜✉- ✈❛0✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣-❤✱ ✐♥ ❛♥ ❛--❡♠♣- -♦
♠♦❞❡❧ 0❡❛❧✐&-✐❝ ♣0♦❝❡&& ❡♥❣✐♥❡❡0✐♥❣ ❝❛-❛❧②-✐❝ 0❡❛❝-♦0& ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡❧❧❡-& ❛0❡
♣0♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡①-0✉&✐♦♥ ❛♥❞ -❤✉& ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥&-❛♥- ❞✐❛♠❡-❡0✮✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ✐♥ ♦✉0
♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&❡ &②&-❡♠&✱ -❤❡ ❛&♣❡❝- 0❛-✐♦ ♦❢ -❤❡ ❞✐✛❡0❡♥- ❝❧❛&&❡& ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡0&
✐& ❛❧&♦ ❛✛❡❝-❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥&✐❞❡0❡❞ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&✐-② ❤❡♥❝❡ 0❡♣0❡&❡♥-& ❛ ♣❛0-✐❝✉❧❛0
❝❛&❡ ✭❡①❛♠✐♥✐♥❣ &②&-❡♠& ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&❡ ❝②❧✐♥❞❡0& ♦❢ ❝♦♥&-❛♥- ❛&♣❡❝- 0❛-✐♦
♠❛② ❤❛✈❡ ❧❡❞ -♦ &❧✐❣❤-❧② ❞✐✛❡0❡♥- ♦❜&❡0✈❛-✐♦♥&✮✳ ❋♦0 -❤❡ &❛♠❡ ♠❛&& ♦❢ ♣❡❧❧❡-&✱
❝②❧✐♥❞❡0& ❧❡❛❞ -♦ ❧♦✇❡0 ♣0❡&&✉0❡ ❞0♦♣ -❤0♦✉❣❤ -❤❡ ❜❡❞ ❡&&❡♥-✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉&❡ -❤❡
♣♦0♦&✐-② ♦❢ -❤❡ ❜❡❞ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡0& ✐& ❧❛0❣❡0✳ ❆♥❞ -❤✐& ❡✛❡❝- ✐♥❝0❡❛&❡& ❛& -❤❡ ❛&♣❡❝-
0❛-✐♦ ♦❢ -❤❡ ❝②❧✐♥❞❡0 ✐♥❝0❡❛&❡&✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ❛- ❡B✉✐✈❛❧❡♥- ♣♦0♦&✐-②✱ ❝②❧✐♥❞❡0& ❞♦
❞✐&&✐♣❛-❡ ♠♦0❡ ❡♥❡0❣②✱ ❛& ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥-✉✐-✐✈❡❧② ❡①♣❡❝-& ❢0♦♠ -❤❡✐0 ♥♦♥✲&♠♦♦-❤
&❤❛♣❡✳ ❲❡ ✈❡0✐✜❡❞✱ ✐♥ -❤❡ ✈✐&❝♦✉& 0❡❣✐♠❡ ♦♥❧②✱ -❤❛- -❤❡ ❝♦00❡❧❛-✐♦♥ ♣0♦♣♦&❡❞
❜② ❱❛♥ ❞❡0 ❍♦❡❢ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦0❦❡0& ❬✷✱✷✼❪ ✐& ✐♥❞❡❡❞ 0❛-❤❡0 0❡❧✐❛❜❧❡ ♦♥ ♦✉0 ✸✲
❞✐&♣❡0&❡ ❜❡❞& ♦❢ &♣❤❡0❡&✳ ❲❡ ❛❧&♦ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤♦✇ ✈❛❧✐❞ -❤❡✐0 ❝♦00❡❧❛-✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❢♦0 ♣♦❧②✲❞✐&♣❡0&❡ ❝②❧✐♥❞❡0& ❛♥❞ ❣❡- ✉♥❡①♣❡❝-❡❞❧② ❣♦♦❞ ❛❣0❡❡♠❡♥-✳ ❚❤❡&❡
❛0❡ ♣0❡❧✐♠✐♥❛0② 0❡&✉❧-& ♦♥❧② ❛& -❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ &✐♠✉❧❛-✐♦♥& ♣❡0❢♦0♠❡❞ ✐& B✉✐-❡
❧✐♠✐-❡❞ &♦ ❢❛0 ❜✉- ✐- ♣0♦✈✐❞❡& ♣❧❛✉&✐❜❧❡ ❝❧✉❡& -❤❛- -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ ❢♦0♠ ♦❢ -❤❡
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✢♦✇4 ✇✐,❤ ♣❛+❛❧❧❡❧ ❞✐4,+✐❜✉,❡❞ ▲❛❣+❛♥❣❡ ♠✉❧,✐♣❧✐❡+ ,❡❝❤♥✐f✉❡✳ ❈♦♠♣✉#❡1& ✫
❋❧✉✐❞&✱ ✹✽✿✶✻✕✷✾✱ ✷✵✶✶✳
❬✸✽❪ ❙✳ ❊+❣✉♥✳ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ,❤+♦✉❣❤ ♣❛❝❦❡❞ ❝♦❧✉♠♥4✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳ :1♦❣✳✱ ✹✽✿✽✾✕✾✹✱
✶✾✺✷✳
❬✸✾❪ ❉✳ ◆❡♠❡❝ ❛♥❞ ❏✳ ▲❡✈❡❝✳ ❋❧♦✇ ,❤+♦✉❣❤ ♣❛❝❦❡❞ ❜❡❞ +❡❛❝,♦+4✿ ✶✳ ❙✐♥❣❧❡✲♣❤❛4❡ ✢♦✇✳
❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡1✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✵✭✷✹✮✿✻✾✹✼✕✻✾✺✼✱ ✷✵✵✺✳
❬✹✵❪ a✳❈✳ ❈❛+♠❛♥✳ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ,❤+♦✉❣❤ ❣+❛♥✉❧❛+ ❜❡❞4✳ ❚1❛♥&❛❝#✐♦♥&✲■♥&#✐#✉#✐♦♥ ♦❢
❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡1❡&✱ ✶✺✿✶✺✵✕✶✻✻✱ ✶✾✸✼✳
❬✹✶❪ ❘✳❑✳ ◆✐✈❡♥✳ a❤②4✐❝❛❧ ✐♥4✐❣❤, ✐♥,♦ ,❤❡ ❊+❣✉♥ ❛♥❞ ❲❡♥ ✫ ❨✉ ❡f✉❛,✐♦♥4 ❢♦+ ✢✉✐❞




✶ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❧❡&& ♠❡❛♥ ♣+❡&&✉+❡ ❞+♦♣ ❛❝+♦&& ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲
❞✐&♣❡+&❡ ❝②❧✐♥❞❡+& ❢♦+ 3❤❡ 3❤+❡❡ ❝❧❛&&❡& ❝♦♥&✐❞❡+❡❞ ▲✷✱ ▲✸✱ ▲✹
❛♥❞ ❝♦♠♣❛+✐&♦♥ ✇✐3❤ 3❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊+❣✉♥ ❝♦++❡❧❛3✐♦♥ &✉❣❣❡&3❡❞
✐♥ ❬✸✾❪✱ ✇❤❡+❡ eΓ(Pel, Erg) = 100|ΓPel − ΓErg|/ΓErg ✷✹
✷ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❧❡&& ♠❡❛♥ ♣+❡&&✉+❡ ❞+♦♣ ❛❝+♦&& ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲
❞✐&♣❡+&❡ ♣❛+3✐❝❧❡& ✿ ❡✛❡❝3 ♦❢ ♣❛+3✐❝❧❡ &❤❛♣❡ ❢+♦♠ &♣❤❡+❡& 3♦
❝②❧✐♥❞❡+&✱ ✇❤❡+❡ eΘ(i, j) = 100(Θi −Θj)/Θj ✷✺
✸ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❧❡&& ♠❡❛♥ ♣+❡&&✉+❡ ❞+♦♣ ❛❝+♦&& ❛ ❜❡❞ ♦❢
♣♦❧②✲❞✐&♣❡+&❡ &♣❤❡+❡& ❢♦+ 3❤❡ 3✇♦ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡+&❡ ❜❡❞&
❝♦♥&✐❞❡+❡❞ ❙✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ❙✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵ ❛♥❞
❝♦♠♣❛+✐&♦♥ ✇✐3❤ 3❤❡ ❝♦++❡❧❛3✐♦♥ &✉❣❣❡&3❡❞ ✐♥ ❬✷✱✷✼❪✱ ✇❤❡+❡
eΓ(Pel, V dH) = 100(ΓPel − ΓV dH)/ΓV dH ✷✻
✹ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❧❡&& ♠❡❛♥ ♣+❡&&✉+❡ ❞+♦♣ ❛❝+♦&& ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲
❞✐&♣❡+&❡ ❝②❧✐♥❞❡+& ❢♦+ 3❤❡ 3✇♦ ♣♦❧②✲❞✐&♣❡+&❡ ❜❡❞& ❝♦♥&✐❞❡+❡❞
▲✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ▲✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛+✐&♦♥ ✇✐3❤ 3❤❡
❝♦++❡❧❛3✐♦♥ &✉❣❣❡&3❡❞ ✐♥ ❬✷✱✷✼❪ ❢♦+ &♣❤❡+❡& ✐♥ ✇❤✐❝❤ < d > ❛♥❞
3❤❡ ❢✉♥❝3✐♦♥ 1− φ)yi + φy
2
i + 0.064(1− φ)y
3
i ✐& ❡✈❛❧✉❛3❡❞ ✇✐3❤
❡J✉✐✈❛❧❡♥3 &♣❤❡+❡ ❞✐❛♠❡3❡+& ✭✐✳❡✳ ✇✐3❤ 3❤❡ &❛♠❡ ✇❡✐❣❤3✐♥❣ ❛&
❢♦+ ❙✷✸✹✮✱ ✇❤❡+❡ eΓ(Pel, V dH) = 100(ΓPel − ΓV dH)/ΓV dH ✷✼
✷✸
❚②♣❡ ar ϕp ǫ¯ ΓPel ΓErg eΓ(Pel, Erg)
▲✷ 1.25 0.8689 0.391 1092 1147 +4.8
▲✸ 1.875 0.8389 0.412 933 969 +3.7
▲✹ 2.5 0.8046 0.434 767 818 +6.2
❚❛❜❧❡ ✶
❉✐♠❡♥0✐♦♥❧❡00 ♠❡❛♥ ♣2❡00✉2❡ ❞2♦♣ ❛❝2♦00 ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲❞✐0♣❡20❡ ❝②❧✐♥❞❡20 ❢♦2 8❤❡
8❤2❡❡ ❝❧❛00❡0 ❝♦♥0✐❞❡2❡❞ ▲✷✱ ▲✸✱ ▲✹ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛2✐0♦♥ ✇✐8❤ 8❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊2❣✉♥ ❝♦22❡✲
❧❛8✐♦♥ 0✉❣❣❡08❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✱ ✇❤❡2❡ eΓ(Pel, Erg) = 100|ΓPel − ΓErg|/ΓErg
✷✹
❈❧❛## ǫSi ǫL eǫ(L, S) ΓPel,S ΓPel,L eΓ(L, S) ΓPel,S(ǫL) eΓ(L, S(ǫL))
✷ 0.386 0.391 1.3 1126 1092 −3.0 1085 +0.6
✸ 0.392 0.412 5.1 1090 933 −14.4 865 +7.3
✹ 0.397 0.434 9.3 1010 767 −24.1 685 +10.7
❚❛❜❧❡ ✷
❉✐♠❡♥#✐♦♥❧❡## ♠❡❛♥ ♣0❡##✉0❡ ❞0♦♣ ❛❝0♦## ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲❞✐#♣❡0#❡ ♣❛06✐❝❧❡# ✿ ❡✛❡❝6 ♦❢
♣❛06✐❝❧❡ #❤❛♣❡ ❢0♦♠ #♣❤❡0❡# 6♦ ❝②❧✐♥❞❡0#✱ ✇❤❡0❡ eΘ(i, j) = 100(Θi −Θj)/Θj
✷✺
❚②♣❡ ΓPel φpoly < d > yi∈<2:4> xi∈<2:4> ΓV dH eΓ(Pel, V dH)
❙✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ 1149 0.6139 0.002272 0.868 0.167 1174 −2.15
0.995 0.501
1.092 0.332




❉✐♠❡♥3✐♦♥❧❡33 ♠❡❛♥ ♣5❡33✉5❡ ❞5♦♣ ❛❝5♦33 ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐3♣❡53❡ 3♣❤❡5❡3 ❢♦5 ;❤❡
;✇♦ ♣♦❧②✲❞✐3♣❡53❡ ❜❡❞3 ❝♦♥3✐❞❡5❡❞ ❙✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ❙✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛5✲
✐3♦♥ ✇✐;❤ ;❤❡ ❝♦55❡❧❛;✐♦♥ 3✉❣❣❡3;❡❞ ✐♥ ❬✷✱✷✼❪✱ ✇❤❡5❡ eΓ(Pel, V dH) = 100(ΓPel −
ΓV dH)/ΓV dH
✷✻
❚②♣❡ ΓPel φpoly < d > yi∈<2:4> xi∈<2:4> ΓV dH eΓ(Pel, V dH)
▲✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ 1199 0.5785 0.002272 0.868 0.167 1248 +3.9
0.995 0.501
1.092 0.332




❉✐♠❡♥3✐♦♥❧❡33 ♠❡❛♥ ♣5❡33✉5❡ ❞5♦♣ ❛❝5♦33 ❛ ❜❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✲❞✐3♣❡53❡ ❝②❧✐♥❞❡53 ❢♦5 :❤❡ :✇♦
♣♦❧②✲❞✐3♣❡53❡ ❜❡❞3 ❝♦♥3✐❞❡5❡❞ ▲✷✸✹✲✷✺✴✺✵✴✷✺ ❛♥❞ ▲✷✸✹✲✹✵✴✷✵✴✹✵ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛5✐3♦♥





i ✐3 ❡✈❛❧✉❛:❡❞ ✇✐:❤ ❡C✉✐✈❛❧❡♥: 3♣❤❡5❡ ❞✐❛♠❡:❡53 ✭✐✳❡✳ ✇✐:❤
:❤❡ 3❛♠❡ ✇❡✐❣❤:✐♥❣ ❛3 ❢♦5 ❙✷✸✹✮✱ ✇❤❡5❡ eΓ(Pel, V dH) = 100(ΓPel − ΓV dH)/ΓV dH
✷✼
▲✐"# ♦❢ ❋✐❣✉)❡"
✶ !❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥. /❤❛♣❡/ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞-✐❝❛❧ ❝♦♥.❛✐♥❡- ✇✐.❤
●-❛✐♥/✸❉ ✸✵
✷ ❉▲▼✴❋❉ ♣♦✐♥./ ♦♥ .❤❡ /.❛❣❣❡-❡❞ ❣-✐❞ ❢♦- ❛ ✷❉ ❝✐-❝✉❧❛-
❝②❧✐♥❞❡-✿ ✭❛✮ .❤❡ /❡. ♦❢ ✐♥.❡-✐♦- ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛-② ♣♦✐♥./✱ ✭❜✮ ✐♥
❜❧✉❡ .❤❡ ✹✲♣♦✐♥. ♠✉❧.✐✲❧✐♥❡❛- ✐♥.❡-♣♦❧❛.✐♦♥ /.❡♥❝✐❧ ❛♥❞ ✐♥ -❡❞
.❤❡ ✾✲♣♦✐♥. ◗✷ ♦✉.✇❛-❞/✲♦-✐❡♥.❡❞ I✉❛❞-❛.✐❝ ✐♥.❡-♣♦❧❛.✐♦♥
/.❡♥❝✐❧ ❢♦- .❤❡ x ✈❡❧♦❝✐.② ❝♦♠♣♦♥❡♥. ✸✶
✸ ❈♦♠♣❛-✐/♦♥ ♦❢ !❡❧✐●❘■❋❋ -❡/✉❧./ ✇✐.❤ .❤❡ ❛♥❛❧②.✐❝❛❧ /♦❧✉.✐♦♥
♦❢ ❩✐❝❦ ✫ ❍♦♠/② ❢♦- .❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ .❤❡ ✢♦✇ .❤-♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐.❡
/.-✉❝.✉-❡❞ ❝✉❜✐❝✲❝❡♥.❡-❡❞ ❛--❛② ♦❢ /♣❤❡-❡/ ❛. Re = 0✿ ✭❛✮
❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞-❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥. K ❛/ ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ /♦❧✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❢-❛❝.✐♦♥ φ✱ ✭❜✮ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ /♦❧✉.✐♦♥
❛/ ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♣♦✐♥./ ♣❡- ♣❛-.✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡.❡- Np
❢♦- ✐♥❝-❡❛/✐♥❣ /♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢-❛❝.✐♦♥ φ ✸✷
✹ ❙.♦❦❡/ ✢♦✇ .❤-♦✉❣❤ ❛ -❛♥❞♦♠ ❛--❛② ♦❢ /♣❤❡-❡/✿ ✭❛✮ ♣♦-♦✉/
♠❡❞✐❛ /.-✉❝.✉-❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛. φ = 0.524 ✭❢-♦♥. ❤❛❧❢
❞♦♠❛✐♥✿ ❞✐♠❡♥/✐♦♥❧❡// ✈❡❧♦❝✐.② ✈❡❝.♦-/✱ ❜❡❤✐♥❞ ❤❛❧❢ ❞♦♠❛✐♥✿
♣❛-.✐❝❧❡/ ❧❛②♦✉.✱ ❝✉. ♣❧❛♥❡✿ ❝♦♥.♦✉-/ ♦❢ ❞✐♠❡♥/✐♦♥❧❡// ✈❡❧♦❝✐.②
♠❛❣♥✐.✉❞❡✱ ❢-♦♠ 0 ✭❜❧✉❡✮ .♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✭-❡❞✮✮✱ ✭❜✮ ♠❡❛♥ ❞-❛❣
❝♦❡✣❝✐❡♥. K ♦♥ ❛ /♣❤❡-❡✱ ❝♦♠♣❛-✐/♦♥ ✇✐.❤ ♦.❤❡- ✇♦-❦/ ♦❢ .❤❡
❧✐.❡-❛.✉-❡ ✸✸
✺ ❋❧♦✇ .❤♦✉❣❤ ❛ /❡♠✐✲✐♥✜♥✐.❡ /.-✉❝.✉-❡❞ ❛--❛② ♦❢ /♣❤❡-❡/ ❛.
Re = 18✿ ✭❛✮ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✭/.-❡❛♠✇✐/❡ ✈❡❧♦❝✐.② ❝♦♠♣♦♥❡♥.✱ ✐♥
m/s✮✱ ✭❜✮ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ /♦❧✉.✐♦♥ ❛/ ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥
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